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Tư  DUY  CASIO  TRONG  PT  -  BPT  -  HPT  VÔ  TỶ 
KÍNH  LÚP  TABLE  VÀ  PHƯONG  PHÁP  HÀM  số  TRONG 
GIẢI  TOÁN  PHƯONG  TRÌNH  VÔ  TỶ 


TẬP  ĩ:  ĐÁNH  GIÁ  HÀM  ĐƠN  ĐIỆU _ 

I.  Nguyên  lý  cơ  bản 

•  Nếu  hàm  số  /(*)  đơn  điệu  và  liên  tục  trên  tập  xác  định  của  nó  thì 
phuơng  trình  /(*)  =  a  có  tối  đa  một  nghiệm  (Trong  đó  a  là  hằng  số  cho 
trước). 

•  Nếu  hàm  số  /(*)  đơn  điệu  và  không  liên  tục  trên  tập  xác  định  của  nó  thì 
phương  trình  /(x)  =  a  có  tối  đa  n  + 1  nghiệm  (Trong  đó  a  là  hằng  số  cho 
trước  và  n  là  số  điểm  gián  đoạn  của  đồ  thị  hàm  số). 

•  Nếu  hàm  số  /(*)  đơn  điệu  tăng  và  liên  tục  trên  tập  xác  định  D  thì 

/(a)  >  f(b^j  o  a  >  b  vơi  a,b  nằm  trong  tập  xác  định  của  hàm  số. 

•  Nếu  hàm  số  /(*)  đơn  điệu  tăng  và  liên  tục  trên  tập  xác  định  D  thì 
/W  >  f(b^j  oa  >b  vơi  a,b  nằm  trong  tập  xác  định  của  hàm  số. 

•  Nếu  hàm  số  /(*)  đơn  điệu  giảm  và  liên  tục  trên  tập  xác  định  D  thì 
/(a)  >  /(&)  <^>  a  <  vơi  a,b  nằm  trong  tập  xác  định  của  hàm  số. 

•  Nếu  hàm  số  /(*)  đơn  điệu  giảm  và  liên  tục  trên  tập  xác  định  D  thì 
/W  >  fịb}  oa<h  với  a,b  nằm  trong  tập  xác  định  của  hàm  số. 

•  Việc  dự  đoán  hình  dáng  của  đồ  thị  hàm  số  có  thể  được  phân  tích  bằng 
chức  năng  TABLE  trong  máy  tính  CASIO. 

•  Nếu  f(x),g(  X )  cùng  đồng  biến,  dương  và  liên  tục  trên  cùng  một  tập  xác 

định  D  thì  /ỉ(x)  =  /(x).g(x)  và  /c(x)  =  /(x)  +  g(x)  là  các  hàm  số  đồng 
biến  và  liên  tục  trên  D . 

•  Nếu  /(x),g(x)  cùng  nghịch  biến,  dưong  và  liên  tục  trên  cùng  một  tập 
xác  định  D  thì  /z(x)  =  /(x).g(x)  là  hàm  số  đồng  biến  và  liên  tục  trên  D 
còn  =  / ( -V )  +  y  ( X )  là  hàm  số  nghịch  biến  và  liên  tục  trên  tập  xác  định 
D. 

•  Nếu  f{x)  đồng  biến,  dương  và  nghịch  biến,  dương  trên  cùng  một 
tập  xác  định  D  thì  /z(x)  =  f(x)-g(x)  là  hàm  số  nghịch  biến  và  liên  tục 
trên  tập  xác  định  D  . 
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II.  Bài  tập  vận  dụng 


Bài  1:  Giải  phương  trình:  X3  +  X2  +  X  +  3ịfx  +  ĩ  =  3 


X 

F(x) 

-1 

-4 

-0.5 

-0.852 

0 

0 

0.5 

1.195 

1 

3.5676 

1.5 

7.8973 

2 

14.498 

2.5 

25.478 

3 

40.242 

Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  (Table)  với: 

/(x)  =  x3+x2  +X  +  3^X  +  l-3 

•  START  =  - 1 

•  END  =  3 

•  STEP  =  0.5 

Ta  có  bảng  giá  trị  như  hình  bên.  Từ  bảng 
giá  trị  này  ta  thấy  phương  trình  có 
nghiệm  X  =  0  và  hàm  số  đồng  biến  trên 
[-l;+oo) .  Do  đó  đây  chính  là  nghiệm  duy 
nhất  của  phương  trình. 


Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE,  ta 
thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có  dạng 
như  hình  vẽ  bên: 

•  Đồng  biến  trên  tập  xác  định. 

•  Hàm  số  liên  tục. 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  nhất 
1  điểm. 


Điều  kiện:  X  >  -1 . 

Nhận  xét:  X  =  -1  không  phải  là  nghiệm  của  phương  trình. 

Do  đó  xét  /(x)  =  X3  +x2  +  x  +  3%/x  +  l  -3  trên  (-l;+oo). 

Ta  có:  /(x)  =  3x2  +2x  +  l  + - - - ->0Vx<e(-1;+oo). 

4(#ẽ+ĩ) 

Do  đó  hàm  số  /(*)  đồng  biến  và  liên  tục  trên  (-l;+oo) . 

Vậy  /(*)  có  tối  đa  một  nghiệm.  Mà  X  =  0  là  một  nghiệm  nên  đây  là  nghiệm  duy 
nhất  của  phương  trình. 

Kết  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  0  . 


Bài  2:  Giải  phương  hình:  \Ỉ5x 3  - 1  +  sjlx  - 1  +  X  =  4 

Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  (Table)  với: 

X 

F(x) 

/(x)  =  V5X3-1  +  ^2X-1+X-4 

0.5 

ERROR 

•  START  =  0.5 

1 

0 

•  END  =  4.5 

1.5 

2.7442 

•  STEP  =  0.5 

2 

5.6872 
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Từ  bảng  giá  trị  này  ta  thấy  phuong  trình 
có  nghiệm  X  =  1  và  hàm  số  đồng  biến 

trên  3^;+°°  • 
vv5  ) 

2.5 

8.8694 

3 

12.285 

3.5 

15.924 

4 

19.773 

4.5 

23.821 

HÌNH  DÁNG  HÀM  số 

Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE,  1 5 

ta  thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có 
dạng  nhu  hình  vẽ  bên: 

•  Đồng  biến  trên  tập  xác 
định. 

/ 

•  Hàm  so  liên  tục.  _  _  J 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  nhất 

1  điểm. 

/\  2  3 

Điều  kiện:  X  >  -7= . 


Ta  có:  -\/5x3 
Xét  hàm  số 


-1+^2x-1+x  =  4«n/5x3-1+^2x-1+x-4  =  0 


/(x)  =  a/5x3  -1  +  \fĩx-ĩ  +  X - 4  trên 


.^5 


;+00 


co: 


/'(*)=- 


15x" 


2n/5x3-1  3 


ậ2x-l): 


:  +  l  >0,  Vxe 


'  1  _  y 

rĩ=/+G0 


Do  đó  /(x)  đồng  biến  và  liên  tục  trên 


Ẳ;+°° 


Do  đó  phưong  trình  f(x)  =  0  có  tối  đa  một  nghiệm. 

Vì  /(1)  =  0  nên  X  =  1  là  nghiệm  duy  nhất  của  phưong  trình. 
Kết  luận :  Phưong  trình  có  nghiệm  duy  nhất  là  x  =  l. 


Bài  3:  Giải  phuơng  trình:  3ỊV2X2  +1  -lj  =  xỊ^l  +  3x  +  8^2x2  +1  j 

Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  (Table)  với: 

X 

F(x) 

/(x)  =  3  V2X2  +1  -1  -X  1  +  3X  +  8V2X2  +1 

•  START - 2 

•  END  =  2 

•  STEP  =  0.5 

Từ  bảng  giá  trị  này  ta  thấy  phuong  trình  có 
nghiệm  X  =  0  và  hàm  số  nghịch  biến. 

-2 

44 

-1.5 

26.928 

-1 

14.052 

-0.5 

5.3232 

0 

0 

0.5 

-5.474 

1 

-15.66 

1.5 

-32.35 

2 

-56 
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HÌNH  DÁNG  HÀM  số 

Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE, 
ta  thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có 
dạng  như  hình  vẽ  bên: 

•  Nghịch  biến  trên  tập  xác 
định. 

•  Hàm  số  liên  tục. 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  nhất 
1  điểm. 

Điều  kiện:  Ta  có:  \llx2  +1  - 1  =  2 x  —  >  0 

V2x2+1+1  V2x2+1+1 

Do  đó:  xịl  +  3x  +  8\llx2  +1  j  >  0  . 

Để  đánh  giá  sát  sao  điều  kiện  của  phưong  trình,  ta  sử  dụng  TABLE  để  khảo  sát 
nhóm  biểu  thức  1  +  3x  +  8^2x2  +1  . 


Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  (Table)  với: 

/(x)  =  l  +  3X  +  8^2X2+l 

•  START  =  -  2 

•  END  =  2 

•  STEP  =  0.5 

Từ  bảng  giá  trị  này  ta  thấy  rõ  ràng  rằng 

biểu  thức  1  +  3x  +  8 V 2x2  + 1  luôn  nhân  giá 
trị  dưong.  Vậy  để  dễ  dàng  tìm  điều  kiện 
của  X  hon,  ta  sẽ  chứng  minh: 

7 

X 

F(x) 

-2 

19 

-1.5 

15.261 

-1 

11.856 

-0.5 

9.2979 

0 

9 

0.5 

12.297 

1 

17.856 

1.5 

24.261 

2 

31 

l  +  3x  +  8v2x  +1>0 

Ta  có:  8^/2x2T7  +  3x>8^/x2=  +  3x  =  8|x|  +  3x>3|x|  +  3x>0 


|\  +  3x  +  8n/2x2+iJ 


Do  đó  x|  l+3x+8 
Ta  có 


>0  =>x>0 


:  3(ự7777-l)  =  x(l  +  3x  +  8ự7777) 

3x2  +X  +  8x\j  2x2  +1  -  3*\/2x2  +1  +3  =  0 


•e>  3x  +  X  +  ồxsỊảx  + 1  -  ỏglx  +1+3=0 

Xét  hàm  số  /(x)  =  3x2  +  X  +  ỗxxịĩx :2  +1  -  3\Ịĩx2  + ĩ  +  3  trên  [ũ;  +00 )  ta  có: 

f  _  2  \ 

f'(x)  =  6x  + 1  +  8  ự2x2+l+-f^—  —  6* 

^  V  2x  + 1  >  V  2x  + 1 


n/2x2+1  J  \f: 

r ,(  \  ,  32x2  —  6x  +  8  nw  _ 

<=>  /  (x }  =  6x  + 1 H - —  >  OVx  >  0 

v2x2  +1 
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Suy  ra  hàm  số  /(x)  luôn  đồng  biến  và  liên  tục  trên  [ũ;+oo) . 
Do  đó  phuơng  trình  /(x)  =  0  có  tối  đa  một  nghiệm. 

Vì  /(0)  =  0  nên  X  =  0  là  nghiệm  duy  nhất  của  phuơng  trình. 
Kết  luận:  Phuơng  trình  đã  cho  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  0  . 


Bài  4:  Giải  phương  trình:  ^Ị(x  - 1)2  -  2\Jx  - 1  -  (x  -  5)y/x  -  8  -  3x  +  31  =  0 

Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  (Table)  với: 

f(x)  =  ệx-lf-29x-l 

-(X  -  5)\fx  -  8  -  3X  +  31 

•  START  =  8 

•  END  =  12 

•  STEP  -  0.5 

Từ  bảng  giá  trị  này  ta  thấy  nhìn  thấy 
phuong  trình  có  một  nghiệm  duy  nhất  đó 
là  X  =  9  đồng  thời  hàm  số  nghịch  biến,  do 
đó  đây  chính  là  nghiệm  duy  nhất. 

Tuy  nhiên  vấn  đề  là  bài  toán  có  chứa  rất  nb 
nhau.  Chính  vì  vậy  ta  có  thể  đặt  một  ẩn  phụ  1 
cách  tối  đa.  Do  đó  ta  định  huóng  đặt  t  =  yịx  — 

X 

F(x) 

8 

6.8334 

8.5 

2.9418 

9 

0 

9.5 

-2.928 

10 

-5.904 

10.5 

-8.946 

11 

- 12.05 

11.5 

- 15.24 

12 

-18.5 

Liêu  căn  thức  và  khác  loại  vói 
để  giảm  thiểu  số  căn  thức  một 

1. 

HÌNH  DÁNG  HÀM  số 

Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE, 
ta  thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có 
dạng  nhu  hình  vẽ  bên:  200 

•  Nghịch  biến  trên  tập  xác 

định.  -40  -20 

•  Hàm  số  liên  tục.  _  2( 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  nhất 

1  điểm. 

Điều  kiện:  X > 8.  Đặt  t  =  \/x-l  =>x  =  £3+l>8=>£> y/ỹ. 

Khi  đó  ta  có:  ^Ịịx  - 1)2  -  2 - 1  -  (x  -  5)^x  -  8  -  3x  +  31  =  0 

«f2 -2t-(t3  -4)ựf3-7-3f3  +28  =  0 
«  3f 3  - 12  +  2t  -  28  +  (í3  -  4)- Jt' 3  -  7  =  0 
Nhận  xét:  t  -  \Jỹ  không  phải  là  nghiệm  của  phương  trình. 

Xét  hàm  số  /(í)  =  3í3  - 1 2  +  2f  -  28  +  (t 3  -  4)x/f 3  -  7  trên  Ị  ^7; +00  Ị  ta  có: 

f\t )  =  (9 í2  - 2t  +  2)  +  3í2x/f3  -7  +  -.  > 0,  Ví  e  (^7;  +ooị. 

'  -  ^(+77  '  ' 


>  0,  Ví 
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Do  đó  hàm  SỐ  f(t)  đồng  biến  và  liên  tục  trên  ị  \/ỹ ;  +00  j . 

Do  đó  phương  trình  f(t}  =  0  có  tối  đa  một  nghiệm. 

Vì  /(2)  =  0=>f  =  2<=>x  =  9  là  nghiệm  duy  nhâ't  của  phương  trình. 

Kết  luận:  Phương  trình  đã  cho  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  9. 

Bài  5:  Giải  phương  trình:  (x - Ý)ị2\[x-Ĩ  +  3 +  =  X  +  6 

(Trích  đê  thi  Học  sinh  giỏi  tỉnh  Thái  Bình  năm  2010 ) 

Điêu  kiện:  X  >  1. 

Do  X  =  1  không  là  nghiệm  của  phương  trình  nên  chỉ  xét  X  e  (l;+oo) . 


Ta  có:  (x-l)^2\/x-l  +  3^x  +  ój  =  x  +  6  <=>  2 a/x - 1  +  3^x  +  6  — Y 


Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  ( Table )  với: 
f(x)-2sfx  1  +  3^X  +  6  x  +  6 

•  START  =  1 

•  END - 5 

•  STEP  =  0.5 

Từ  bảng  giá  trị  này  ta  thấy  hàm  số  đồng 
biến  và  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất 

đó  là  X  =  2 . 

X 

F(x) 

1 

ERROR 

1.5 

-7.713 

2 

0 

2.5 

2.9053 

3 

4.5686 

3.5 

5.716 

4 

6.594 

4.5 

7.3109 

5 

7.9219 

HÌNH  DÁNG  HÀM  í 

Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE, 
ta  thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có 
dạng  như  hình  vẽ  bên: 

•  Đồng  biến  trên  tập  xác 
định. 

•  Hàm  số  liên  tục. 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  nhất 

1  điểm. 

ỈỐ 

Ị  5  10  15 

Xét  hàm  số  /(x)  =  2^x-l  +3^x  +  6  -  X  +  6  trên  (l;+oo)  ta  có: 

v  '  X  —  1 


/'(*)  = 


1  +  ,1  +  - - —y  >0,  Vx  e  (1;  +co) 

4x^1  4x46  (X_1)2 


Do  đó  hàm  SỐ  /(x)  đồng  biến  và  liên  tục  trên  (l;+oo) . 

Vậy  phương  trình  f(x)  =  0  có  tối  đa  một  nghiệm. 

Mà  X  =  2  là  một  nghiệm  của  phương  trình.  Do  đó  đây  là  nghiệm  duy  nhất. 
Kết  luận:  Phương  trình  đã  cho  có  nghiệm  duy  nhất  là  X  =  2 . 
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Bài  6:  Giải  phương  trình:  2 %[x  +x  =  a/x2  +3+1 


Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  (Table)  với: 

/(x)  =  2\Ịx  +X-\Ịx2  +3-1 

X 

F(x) 

-2 

-8.165 

•  START  =  -  2 

-1.5 

-7.08 

•  END  =  2 

-1 

-6 

•  STEP  =  0.5 

-0.5 

-4.89 

Từ  bảng  giá  trị  này  ta  thấy  hàm  số  đồng 

0 

-2.732 

biến  và  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất 

0.5 

-0.715 

đó  là  X  =  1 . 

1 

0 

1.5 

0.4981 

2 

0.874 

HÌNH  DÁNG  HÀM  SÔ 

Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE, 
ta  thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có 
dạng  như  hình  vẽ  bên: 

•  Đồng  biến  trên  tập  xác 
định. 

•  Hàm  số  liên  tục. 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  nhất 
1  điểm. 

Điều  kiện:  2  y[x  +  x  =  a/x2  +3  + 1  >  0  =>  s[x  Ịx/x2"  +  2|>0<=>x>0 


Xét  hàm  số  /(*)  =  2s[x  +  X  -  -v/x2  +3  - 1  với  X  >  0 .  Ta  có: 


f(x)  = 

«/'(x)  = 


2  X  _  2  V*2+3-x 

3^  +  “ựTTs  w  =  3^7  +  4^~3 

:)  =  — H - ..  ị  - - T-  >0Vx>0. 


3\/x2"  *\/x2  +  3  Ị^n/x2  +  3  +  X  J 


Do  đó  /(^)  là  hàm  số  đồng  biến  và  liên  tục  trên  tập  xác  định.  Vậy  phương  trình 
/(x)  =  0  có  tối  đa  1  nghiệm. 

Mặt  khác  /(l)  =  0  do  đó  X  =  1  là  nghiệm  duy  nhất  của  phương  trình. 

Kết  luận :  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  x  =  l. 

rr^3_x 

Chú  ỷ:  Việc  thực  hiện  phép  quy  đồng:  1  — để  chứng  minh 

VJ2+3  yx2+  3 

hàm  số  /(*)  đồng  biến  không  phải  là  một  công  việc  được  thực  hiện  một  cách 

ngẫu  nhiên  dựa  trên  cảm  tính.  Nếu  học  sinh  đã  làm  nhiều  dạng  bài  tập  trên  thì 
việc  phát  hiện  được  cách  quy  đồng  là  không  khó  khăn.  Tuy  nhiên  nếu  muốn  đưa 
ra  cách  thức  tổng  quát,  ta  cũng  có  thể  làm  như  sau: 
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Xét  F(x)  -  * _  với: 

X 

F(x) 

v  '  Vx2+  3 

-2 

-0.755 

•  START:  -2  (Vì  x>2). 

-1.5 

-0.654 

•  END:  2 

-1 

-0.5 

•  STEP:  0,5. 

-0.5 

-0.277 

Dựa  vào  bảng  giá  trị,  ta  thấy: 

0 

0 

Mnx  - <r  1 

0.5 

0.2773 

Vx2+3 

1 

0.5 

Do  đó  nếu  sử  dụng  phép  quy  đồng  đã 

1.5 

0.6546 

nêu  trên,  ta  chắc  chắn  chứng  minh 

2 

0.7559 

được  f{x)  đồng  biến. 

Ghi  nhớ: 


•  Nếu  tìm  được  MinG[x )  =  a  ta  sẽ  có  G(x) - a  >  0 . 

•  Nếu  tìm  được  MaxGịx )  -a  ta  sẽ  có  a  - G(x)  >  0 . 


Bài  7:  Giải  phưong  trình:  x(x-l)2  =Ị^x+4  +  lj(x  +  4) 

Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  (Table)  với: 

F(x)  =  X(X-l)2-(Vx  +  4+lJ(X  +  4) 

•  START  =  1 

•  END  =  5 

•  STEP  =  0.5 

Từ  bảng  giá  tri  này  ta  thấy  hàm  số  đồng 
biến  và  phuơng  trình  có  nghiêm  duy  nhất 
nằm  trong  khoảng  (3.5;  4) . 

SHIFT  CALC  vói  X  =  3.8  ta  thu  được 
nghiêm  X  «  3.791287847 . 

Thay  nghiệm  X  ~  3.791287847  vào  căn  thức  tc 

n/x  +  4  «  2.791287847; 
Do  đó  nhân  tử  cần  xác  định  là  x-l-y/x- 

1 -  3- 

nghiệm  duy  nhâ't  đó  là  x-l  =  yx  +  4<=>x  =  — 

Do  trong  (2;  +00 )  hàm  số  có  dấu  hiệu  của  ti 

đuợc  điều  kiện  x>2  ta  có  khả  năng  chứng  n 
hàm  số  cắt  trục  hoành  tại  điểm  duy  nhất. 

X 

F(x) 

1 

-16.18 

1.5 

- 18.02 

2 

- 18.69 

2.5 

-17.44 

3 

-13.52 

3.5 

-6.164 

4 

5.3725 

4.5 

21.843 

5 

44 

ĩ  đuợc: 

s  x-l  . 

f4  và  phuong  trình  có  một 

h^/2Ĩ 

2 

[nh  đồng  biến  nên  nếu  chỉ  ra 
linh  đuợc  hàm  số  đon  điệu  và 

HÌNH  DÁNG  HÀM  SỐ 
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Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE, 

ta  thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có  100 

dạng  như  hình  vẽ  bên: 

•  Đồng  biến  trên  (  2;  +00  j .  _  10 

•  Hàm  sốliên  tục.  /-100 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  nhất 

1  điểm.  /  -200 

~~  ^  5  lũ 

Đíêukiện:  xịx-ìỹ  =Ị/x+4  +  lj(x  +  4)  -»x3  -2x2  =  (x  +  4)/x  +  4  +4 


=>(x-2)x2  =  (x  +  4)/x  +  4+  4>0=>x>2 

Xét  hàm  số sau:  /(x)  =  x3  -2x2  -4-(x  +  4)/x  +  4  với  xe(2;+oo)  . 

Ta  có:  /’(x)  =  3x2 -4x-^n/x  +  4.  Để  chứng  minh  f'(x  j  >  0  hay  hàm  số  f{x) 


đồng  biến  không  phải  là  một  điều  đơn  giản. 

Vì  vậy  để  chắc  chắn  định  huớng  của  bài  toán  ta  sử  dụng  công  cụ  TABLE  để  khảo 


sát  hàm  /’(x)  =  3x2 


Xét  F(x)  =  3X2-4X-|/x  +  4  với: 

•  START:  2  (Vì  X  >  2 ). 

•  END:  6. 

•  STEP:  0,5. 

Dựa  vào  bảng  giá  trị,  ta  thấy: 

•  Hàm  số  /  (x)  là  hàm  số  đơn 

điệu  tăng  trên  (2;  +QO )  mặc  dù 

hàm  số  không  hề  đơn  điệu  trên 
tập  xác  định. 

X 

F(x) 

2 

0,3257 

2,5 

4,9257 

3 

11,031 

3,5 

18,642 

4 

27,757 

4,5 

38,376 

5 

50,5 

5,5 

64,126 

6 

79,257 

•  /’(x)> 0  khi  x>2 

Vậy  ta  sẽ  tiến  hành  xét  /  "(*)  • 

HÌNH  DÁNG  HÀM  SÔ 


Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE, 
ta  thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có 
dạng  nhu  hình  vẽ  bên: 

•  Đồng  biến  trên  (2;  +00) . 

•  Hàm  số  liên  tục. 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  nhâ't 
1  điểm. 


3 

4  4x  +  ĩ 


<=>/"(x)  =  2(x-2)  +  4x- 


3 

4/x  +  4 


Xét  /"(x)  =  6x-4 
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rM/  \  r\(  r\\  16xyx  +  4  -3  0/  256x3  +  1024x  —  9 

of"(x)  =  2(x-2)+  7^— =  2  s-2  + 

4Vx  +  4  4a/x  +  4  í  16xx/x  +  4  +  3 1 

Vì  X >  2  nên  256x3  >9^> 256x3  +1024x2  -9  > 0  do  đó  /"(x)  > OVx > 2 . 

Khi  đó  /’(x)  là  hàm  đơn  điệu  tăng  và  liên  tục  trên  ( 2; +CO  Ị . 

3-Jó 

Do  vậy  /'(x)>/'(2)  =  4 - >0.  Vậy  f(x)  là  hàm  đơn  điệu  tăng  và  liên  tục 


trên  (2;+oo) .  Mặt  khác  ta  có  / 
nhất  của  phương  trình. 


3  +  %/2Ĩ 


3  +  V21 

=  0  cho  nên  X  = - — -  là  nghiệm  duy 


/wổn;  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  = 


3  +  ^[n 


Bài  8:  Giải  phương  trình:  \Ịx  + 1  -  2V4-X  =  J 


2x  +18 


Dương  2013) 


X 

F(x) 

-1 

-3.472 

-0.5 

-2.589 

0 

-2.166 

0.5 

-1.841 

1 

-1.549 

1.5 

-1.247 

2 

-0.904 

2.5 

-0.496 

3 

0 

3.5 

0.6482 

4 

2.136 

Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  (Table)  với: 

f  (x)  =  sỊĨÍ  + 1  -  2ự4  -  X  -  ^ ' ~  3 1 
v  ;  2X2  + 18 

1 


•  START  =  - 

•  END  =  4 

•  STEP  =  0.5 


Nghiệm:  Phương  trình  có  nghiệm  duy 
nhất  x  =  3. 

Tính  đơn  điệu:  Hàm  số  đơn  điệu  tăng. 


HĨNH  DÁNG  HÀM  so 

Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE, 
ta  thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có 
dạng  như  hình  vẽ  bên: 

•  Đồng  biến  trên  tập  xác 
định. 

•  Hàm  số  liên  tục. 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  nhất 
1  điểm. 


Điều  kiện:  -1  <  X  <  4. 

Nhận  xét:  x  =  -l,x  =  4  không  phải  nghiệm  của  phương  trình  do  đó  ta  có  điều 
kiện  x<e(-1;4). 


I 
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Xét  hàm  số  fịx)  =  \[x  +  ĩ  -2\[ĩ-x  --^7 — rr  vói  xe(-l;4). 

v  ’  2x2  + 18  v  ' 

1  ,  1  ,10(*2-6*-9) 

Ta  có:  /  x)  = — .  +-p- —  +  — - — — 

2\[x  + 1  x/4-x  (2x2+18) 

Đến  đây,  để  chứng  minh  chắc  chắn  hàm  số  f  ( A' )  đồng  biến  ta  cần  sử  dụng  chức 


Fịx')= ựèx 

X 

F(x) 

-1 

ERROR 

-0.5 

1.1785 

0 

1 

0.5 

0.9427 

1 

0.9309 

1.5 

0.9486 

2 

0.9957 

2.5 

1.0837 

3 

1.25 

3.5 

ERROR 

ìoíx2  -6X-9Ì 
ríxì-  1  ' 

GVA/  /  2  \2 

(2X2+18) 

X 

G(x) 

-1 

-0.05 

-0.5 

-0.168 

0 

-0.277 

0.5 

-0.343 

1 

-0.35 

1.5 

-0.311 

2 

-0.251 

2.5 

-0.19 

3 

-0.138 

3.5 

-0.098 

Ta  nhận  thây  rằng  Min 


Do  đó  ta  đánh  giá: 


1  lo(x2-6x-9Ì  1 

■ _ + 

2^/xTT  Jể-X  J  2  ^2x2+18j  2 

1  1  lo(^2 -6x-9j  1 


1  _  1  1  lu[x  _DX_ 
/  +  /  >"•(  )' — 7 — 7 - 7 

2'/*+ĩ  2  (2^+18) 


,  >~n 

2  2 


Chứng  minh  đánh  giá  (*); 

Cách  1:  Sử  dụng  khảo  sát  hàm  số: 

Xétg(x)=  1 


nao  sat  nam  so: 

+  1  =>g'(y)= —  1  - 

^4_x  4(v*  +  l)  2^4-x) 


2x/x+ĩ  x/4-x 


Ị^V%/4x  +  l-V4-x^(^4-lỊx  +  5  +  V^4x  +  lự4-xj 
w=  4(^TĨ)S(^)3 

ỊỊ^/Ĩ  +  l)x  -  3j^ựĩ  -  lỊx  +  5  +  VWx  +  lự4-xj 
(  )  4^^/4x  +  l  +  V4-xj(Vx  +  lj3ỊV4-xj3 
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Do  đó  y'(x)  =  0  X  =  — —-j= 

*  1  '  1  +  n/Ĩ 


.  Lập  bảng  biến 


thiên  =>y(x)>y 


'  3  ^ 

yl  +  sfỉ  J 


Cách  2:  Sử  dụng  đánh  giá  bất  đẳng  thức  AM  -  GM: 

Theo  bất  đẳng  thức  AM  -  GM  ta  có:  Ậ  +  ■  =  >  ,  2 

2s]x  +  l  +4-X  +2+X  +  1+4-X 

Cũng  theo  bất  đẳng  thức  AM  -  GM  ta  có:  2+X  +  1+4-X  <l+x+4-x=5 

~  1  1  ^  2  2  1 

Do  đó:  — 7==  +  ■— —  >  ■  _ 

2\fx  +  ĩ  v4-x  72n/xTĨn/4^  V5  2 


Nhận  xét:  Đánh  giá  bằng  bất  đẳng  thức  rất  ngắn  và  đơn  giản,  tuy  nhiên  với 
những  học  sinh  yếu  bất  đẳng  thức  vẫn  có  thể  giải  quyết  đuợc  bằng  phuơng  pháp 
đánh  giá  tính  đon  điệu  của  hàm  số  và  lập  bảng  biến  thiên. 


Chứng  minh  đánh  giá  (**): 


Xét  ^  + 
2 


(2x2  +18) 


in/  2  n  __  2x  +46  I 

ị  10  X  -6x-9  2x4  +46x2  -6ŨX  +  72  {  23 

Ét  -  +  — — - —L  = - - - — - — -  = 

(2x2+18)  (2x2+18) 

1  .  1  10(+  -6X-9) 

vậy  f  (X)  =  —Ị=  +  J==+  7——; 

2+x  +  l  \/4  -  X  (2x2+18) 


15+  1206 


23 


>0 


>0. 


Do  đó  /(x)  là  hàm  số  đồng  biến  và  liên  tục  khi  X  e  (-1;4) . 

Vậy  phuơng  trình  /(x)  =  0  có  tối  đa  một  nghiệm. 

Mặt  khác  /(3)  =  0  do  vậy  X  =  3  là  nghiệm  duy  nhất  của  phưong  trình. 
Kết  luận:  Phưong  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  3 . 


Bài  9:  Giải  phuơng  trình:  \[x2  +15  =  3x  -  2  +  +x2  +8 


Sử  dụng  công  cụ  Mode  7  (Table)  với: 

X 

F(x) 

/(x)  = +x2  +15  -3X  +  2- a/x2  +8 

-1 

6 

•  START  =  - 1 

-0.5 

4.5328 

•  END  =  3.5 

0 

3.0445 

•  STEP  =  0.5 

0.5 

1.5328 

Nghiệm:  Phương  trình  có  nghiệm  duy 

1 

0 

nhất  X  =  1 . 

1.5 

-1.548 

Tính  đơn  điệu:  Hàm  số  đơn  điệu  giảm. 

2 

-3.105 

2.5 

-4.665 

3 

-6.224 

3.5 

-  7.775 
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HÌNH  DÁNG  HÀM  SỐ 

Thông  qua  các  giá  trị  của  TABLE,  y 

ta  thấy  hình  dáng  của  hàm  số  có 

dạng  như  hình  vẽ  bên: 

•  Đồng  biến  trên  tập  xác 

định.  '  '  _'2  ■ 

—  X  ■ — ■ — ■ — ' — ' — ■ — ■ — ' —  X 

4 

•  Hàm  số  liên  tục.  -  5 

•  Cắt  trục  hoành  tại  duy  _10 

nhất  1  điểm. 

X  e 


'2  ' 

—  *  +QO 

v3  , 


Điều  kiện:  'Ịx2  +15  =  3x  -  2  +  4 X 2  +8  <3x-2  +  4x2  +15 

Xét  hàm  số  f(x)  =  3x-2  +  \[x2  +8  -  -\/x2  +15  với  X  e 

Tacó:  /,W  =  3  +  T==-T===>/'W  =  3  +  Arí1J=— =1= 
Vx2+8  Vx2+15  Wx2+8  vx2  +15 

y/x2+15-y/x2+8^ 


^2_  3 
—  ;+00 
v3  , 


■/'(x)  =  3  +  x 
■/'(x)  =  3  + 


yx2  +15  -yx2  +8 

v  \/.Y2  +15Vx2  +8  y 

_ 7x _ 

Ịa/x2  +15  +  Vx2  +8  +15^ 


■  >  OVx  e 


lxz  + 15  +  Vxz  +  8  j  Vxz  + 15  Vxz  +  8 
ỈCểỉ  /wổn:  Phương  trình  đã  cho  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  1. 


^2  3 

—  *  +00 

v3  , 
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ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  IIÀ  llữu  IIẢI 
(TE AM  CASIO  VIEN) 

SỐ  MỘT  VỀ  TÀI  LIỆU  CASIO 


TẬP  2:  CHIA  ĐA  THỨC  CHỨA  NHIỀU  CÃN 


Tài  Liệu  tham  khảo  cho  các  em  học  sinh  10, 11, 12 
Tài  liệu  ôn  thi  Trung  học  phổ  thông  Ouốc  gia 
Tài  liệu  tham  khảo  cho  các  thầy,  cô  giáo 

CASIO 

BOOKSTORE 


https://WWUV.FACEBOOK.COM/GROUPS/CA5IOMEN/ 


NOVEM  BE R  20 1 5 1  CASIO  MEN 
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[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 


LỜI  NÓI  ĐẦU 


Những  năm  gần  đây,  với  sự  phát  triển  của  máy  tính  CASIO,  các  bài  toán 
phương  trình  vô  tỷ,  bất  phương  trình,  hệ  phương  trình  đã  được  biến  tấu  rất  nhiều  nảy 
sinh  các  dạng  toán  khó  và  vô  cùng  đa  dạng,  phong  phú,  trong  đó  nổi  hơn  cả  là  phương 
pháp  ép  căn  đưa  về  nhân  tử. 

Với  các  kỹ  thuật  đã  và  đang  có  hiện  nay,  kỹ  thuật  ép  một  căn  đã  không  còn  quá 
xa  lạ,  tuy  nhiên  kỹ  thuật  chia  đa  thức  chứa  nhiều  căn  vẫn  là  một  ẩn  số,  thách  thức  với 
không  ít  các  bạn  trẻ. 

Trong  tác  phẩm  này,  TEAM  CASIO  MEN  chúng  tôi  xin  giới  thiệu  với  các  bạn  đọc 
một  tuyệt  phẩm  về  chia  đa  thức  chứa  nhiều  căn,  hy  vọng  tác  phẩm  này  sẽ  giúp  bạn  đọc 
có  được  những  cái  nhìn  mới  sâu  sắc  về  CASIO  và  uy  lực  của  nó. 

CASIO  MEN  là  Team  Mạnh  Nhất  hiện  nay  của  Việt  Nam  trong  lĩnh  vực  tài  liệu  về 
CASIO,  thay  mặt  Team,  kính  chúc  các  thầy  cô,  các  em  học  sinh  có  được  những  giây 
phút  thư  giãn,  vui  vẻ  và  đặt  một  bước  chân  lớn  hơn  trong  thế  giới  về  CASIO. 

Xin  chân  thành  cảm  ơn. 


TRƯỞNG  NHÓM  CASIO  MEN 
THÁM  Tử  CASIO  -  CASIO  MAN  -  ĐOÀN  TRÍ  DŨNG 
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[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 


VIDEO  BÀI  GIẢNG  CASIO  MEN 
Fb.com/groups/casiomen 


CHỦ  ĐÈ  1 :  2  NGHIỆM  ĐƠN  HỮU  TỶ 

_ ■ _ 


VI  DỤ  1:  Giải  phương  trình: 

3x2  +  2x  +  1-(x2  +  x-2)v/x  +  2  -(x2  +  x  +  l)v/3-x -v/6  +  x-x2  =0 

KÍNH  LÚP  TABLE: 


Í-n/x  +  2 +a-s/3-x  +b  =  0,x  =  -1 
I—l  Z—  ~  ~  =>a  =  1,b  =  -3 

[vx  +  2+av3-x  +  b  =  0,x  =  2 

Vậy  nhân  tử  của  phương  trình  có  dạng:  (3  -  v/x  +  2  -  v/3  -  X  j . 

3x2+2x  +  1-(x2+x-2Wx  +  2-(x2  +  x  +  lW3-x-v/6  +  x-x2 

Xét  A  = - ^ -  ’  ■  _v  ,  -  CALC  3  được 

3-VX+2-V3-X 

kết  quả  là  1 3  +  v/5  .  Vậy  A  chứa  ựx  +  2 . 

Xét  A  -  CALC  1 000  được  kết  quả  1 001 001  =  X2  +  X  + 1 .  Vậy: 

A  -  v/x  +  2  =  X2+X  +  1<=>A  =  v/x  +  2  +  X2  +  X  + 1 

BÀI  GIÀI: 

Điều  kiện  xác  định:  -2  <  X  <  3 . 

Ta  co:  3x  +2x  +  1  —  ^x  +x  —  2^j ^x  +  2 — ^x  +  X  + 1^  v/3  —  X  —  vô  +  X  —  X  — 0 
<=>^3-v/x  +  2  -v/3-x  ỊỊv/x  +  2  +  x2  +x  +  lj. 
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[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 


VIDEO  BÀI  GIẢNG  CASIO  MEN 
Fb.com/groups/casiomen 


CHỦ  ĐÈ  2:  NGHIỆM  VÔ  TỶ 

_ ■ _ 


VI  DỤ  1:  Giải  phương  trình: 

5x-6  +  5>/>nWx2-1  =0 

KÍNH  LÚP  TABLE: 


Sử  dụng  TABLE  với: 

F(x)  =  5x-6  +  5Vx-1  +Vx2  -1 

Nhận  xét:  Có  nghiệm  nằm  trong  (1;1.1). 

1 

ã 

i 

mWi 

I.Ẽ 

1 

F(KJ 

-1 

1.5393 
Ẽã  0993 

Math 

1.  1 

SHIFT  CALC  với  X  =  1 .05  ta  được  nghiệm  vô  tỷ. 

5X-G+5^-ĩ+i^-i> 
x=  1.019700040 
L-R=  0 

Tính  Vx-1  và  gán  giá  trị  vào  biến  A. 

0  Math  ả 

0.1403882032 

Tính  \Jx  + 1  và  gán  giá  trị  vào  biến  B. 

0  Math  ả 

ỈẨÃ+Ẽ 

1.4211Ẽ4S1 

Sử  dụng  TABLE  với  F(x)  =  AX  +  B  và  tìm  giá  trị 

nguyên  ta  được  X  =  -3 . 

Như  vậy:  -3A  +  B  =  1<Í>3A-B  +  1  =  0. 

Nhận  xét:  Nhân  tử  của  phương  trình  là: 

fCX)=Flíí+BB 

(3n/x^Ĩ-n/xTĨ  +  i) 

1 

Ẽ 

3 

K 

-M 

-3 

-Ẽ 

H 

F(K) 

1. IMD3 

Math 

1 

Xét  A  =  —  -  1—*- — -  CALC  1  được  kết  quả  1  +  y/2  .  Như  vậy  A  chứa  Vl  +  X 

3ựx^ĩ-Vx+ĩ  +  1 


Xét  A-Vl  +  X  CALC  3  được  I  +  2V2  như  vậy  A-ựl  +  x  chứa  2ựx-1 . 

Xét  A  -  Vl  +  X  - 2>/x-1  CALC  1 000  được  kết  quả  là  1 .  Như  vậy  A  -  Vl  +  X  - 2ựx-1  =  1 . 
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[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 


VIDEO  BÀI  GIẢNG  CASIO  MEN 
Fb.com/groups/casiomen 


Hay  nói  cách  khác:  A  =  Vl  +  X  +  2^x-1  + 1 . 

BÀI  GIẢI: 

Điều  kiện  xác  định:  X  >  1 . 

Tacó:  5x-6  +  5n/x-1  +^x2  -1=0 
«(3^/x^ĩ-^/x+ĩ  +  1)(^/ĩ+x+2^/x^T  +  1)  =  0 


Tìm  tài  liệu  Toán  ?  Chuyện  nhỏ  -  www.toanmath.com 


[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 


CHỦ  ĐÈ  3:  NGHIỆM  KÉP  HỮU  TỶ  THAY  VÀO  CĂN  HỮU  TỶ 

_ ■ _ 


VIDEO  BÀI  GIẢNG  CASIO  MEN 
Fb.com/groups/casiomen 


VI  DỤ  1:  Giải  phương  trình: 

3x2  -3x-9-2(x2  -2)ựx  +  3  +(x2  +4)^  =  0 

KÍNH  LÚP  TABLE: 


B 

Math 

5 

F(K) 

1  BE 

i 

1 

□ 

M 

1.5 

-D. I5Ẽ 

Sử  dụng  TABLE  với: 

F(x)  =  3x2  - 3x  -9  - 2(x2  - 2)ựx  +  3  +  (x2  +4)^ 
Nhận  xét:  Nghiệm  kép  X  =  1 


0.5 


Giả  sử  nhân  tử  có  dạng:  \/x  +aVx  +  3  +b  =  0 .  Khi  đó  giải  hệ: 


\Ịx  +  aVx  +  3  +  b  =  0,  X  =  1 
<  (  I-  I — —  ,  \  „  =>a  =  -2,b  =  3 

Ịvx  +avx  +  3  +bj'  =  0,x  =  1 


Vậy  nhân  tử  có  dạng:  -2^x  +  3  +3Ị . 

3x2  -3x-9-2Íx2  -  2Wx  +  3  +  (x2  +4Ìn/x 

Xét  A  = - —  /  — - — - - - —  CALC  0  ta  thu  được  kết  quả  là 

Vx-2ựx  +  3+3 

1  +  2sỈ3  ,  như  vậy  A  có  chứa  2^x  +  3  . 

Xét  A  -  2ựx  +  3  CALC  2  ta  thu  được  kết  quả  5  +  y/2  ,  như  vậy  A  -  2s/x  +  3  có  chứa  \Ịx 
Xét  A  -  2ựx  +  3  -  sỊx  CALC  1 000  được  kết  quả  1 000001  =  X2  + 1 .  Vậy: 

A  -  2  yfx  +  3  ->/x=x2+1<=>A  =  x2+1  +  2a/x  +  3  +  a/x 

BÀI  GIẢI: 

Điều  kiện  xác  định:  X  >  0 . 

Ta  có:  3x2  -3x-9-2(x2  -2)%/x  +  3  +(x2  +  4)^  =  0 
Ị>/x  -  2ựx  +  3  +3Ị(x2  + 1  +  2ựx  +  3  +  >/x Ị  =  0 
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[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 


CHỦ  ĐÈ  4:  NGHIỆM  KÉP  HỮU  TỶ  THAY  VÀO  CĂN  VÔ  TỶ 

_ ■ _ 


VIDEO  BÀI  GIẢNG  CASIO  MEN 
Fb.com/groups/casiomen 


VI  DỤ  1:  Giải  phương  trình: 

3x  +  3-2ự2x2+5x  +  2+2(ựx  +  2)3-(x  +  5)V2x  +  1  =0 

KÍNH  LÚP  TABLE: 


Sử  dụng  TABLE  với: 

F(x)  =  3x  +  3-2ự2x2+5x  +  2+2(ựx  +  2)3 
-(x  +  5)V2x  +  1 

Nhận  xét:  Nghiệm  kép  X  =  1 _ 


Da  5 


H 

_F(Ịj) 

Da  1 553 
_  “0 
Da  I I  EM 


Math 


1.5 


Với  X  =  1 ,  ta  có  Vx  +  2  =  >/2x  +  1  =SỈ3  .Do  âó  nhân  tử  có  dạng:  Ịự2x  +  1  -  ựx  +  2j 


3x  +  3-2a/2x2  +5x  +  2  +  2(Vx  +  2)  -(x  +5W2x  +1 

Xét  A  = -  v  Ậr -  CALC  0  được  kết  quả  là 

(ự2x  +  1-ựx  +  2) 

2  +  2>/2  ,  vậy  A  có  chứa  2%/x  +  2  . 

Xét  A-2ựx  +  2  CALC  1  được  1  +  ^  do  đó  A-2ựx  +  2  chứa  a/2x  +  1 . 

Xét  A  -  2n/x  +  2  -  V2x  +  1  CALC  1 000  được  kết  quả  là  1 .  Vậy: 

A-2ựx  +  2-V2x  +  1  =1oA  =  2ựx  +  2  +  ự2x  +  1+1 

BÀI  GIÀI: 

Điều  kiện  xác  định:  X  >  -X . 

2 

Tacó:  3x  +  3-2n/2x2  +  5x  +  2  +  2^Vx  +  2j  -(x+5)ự2x+1  =0 
<»ỊV2x  +  1  -Ựx  +  2 ị  Ị\/2x  +  1  +2\/x  +  2+lj  =  0 
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[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 


CHỦ  ĐÈ  5: 1  NGHIỆM  ĐƠN  HỮU  TỶ  THAY  VÀO  CĂN  VÔ  TỶ 

_ ■ _ 


VIDEO  BÀI  GIẢNG  CASIO  MEN 
Fb.com/groups/casiomen 


VI  DỤ  1:  Giải  phương  trình: 

5x-^5-6TĨ+x+^2sfWx+^5^FCÃT  =  0 

KÍNH  LÚP  TABLE: 


Sử  dụng  TABLE  với: 

F  ( x)  =  5x  - 1 5  -  6n/ĨTx  + 1 2>/TÕ<  + 1 5  Vũõ? 

3 

Ta  nhận  thây  có  nghiệm  đơn  X  =  0.6  =  ^ 


E 


F(KJ 

1 E 

Da  5 

I.ÉETI 

iĩ 

ié 

D 

-E.D3B 

Math 


0.7 


Khi  đó  n/Ĩ+x  =  = 

5 


yf\Õ 

5 


Như  vậy  nhân  tử  có  dạng  ịyf\ "+"x  -  2V1  -  X  Ị . 


VA.  A  5x-15-6n/1  +  x  +12Ự1-X  +15^1-x2  . _ ,A.  ,  -  c  n:  \  /»  Ạ 

Xét  A  = - —  —  ■=== -  CALC  1  được  kêt  quả  -6-5V2  .  Vậy  A 

ựĩ+x-2ựTÕ< 

chứa  -5  Vi  +  X  . 

Xét  A  +  5a/1  +  X  CALC  -1  được  -6  +  5V2  vậy  A  +  5V1  +  X  chứa  5V1  -  X  . 

Xét  A  +  5V1  +  X  -5ựl-x  CALC  1000  được  kết  quả  -6. 

Vậy  A  +  5TŨx-5TCx  =-6oA  =  5TCx-5T\  +  x-6. 

BÀI  GIÀI: 

Điều  kiện  xác  định:  -1  <  X  <  1 . 

Ta  có:  5x-15-6a/Ĩ+x +12v/ũõ< +I5V1-X2  =0 
<=>(Vl  +  x  -  2>/l  -  X  ^5>/l  -  X  -5>/l  +  x  -6^  =  0 
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[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 


CHỦ  ĐÈ  6: 1  NGHIỆM  ĐƠN  HỮU  TỶ  THAY  VÀO  CĂN  HỮU  TỶ 

_ ■ _ 


VIDEO  BÀI  GIẢNG  CASIO  MEN 
Fb.com/groups/casiomen 


VI  DỤ  1:  Giải  phương  trình: 

2x2  +x  +  (x-1)Vl-x2  +(x-1)Vl-x  +  2V1  +  X  =0 

KÍNH  LÚP  TABLE: 


Sử  dụng  TABLE  với: 

F(x)  =  2x2  +x  +  (x-1)Vl-x2  +  (x-1)Vl-x  +  2V1  +  X 
Nhận  xét:  Nghiệm  đơn  duy  nhất:  X  =  0 . 


10 

I 

iẼ 


1 

Math 

K 

F(K) 

-0.1 

-Ó.M3 

0 

D.MBB3 

0.  1 


Với  X  =  0,  ta  có  Vi  +  X  =  Vi  - X  =  1 .  Do  đó  nhân  tử  có  dạng:  (Vl  +  X  +  aVl-x  -1-a) . 
Ta  tìm  số  nguyên  a ,  sao  cho  F(x)  chia  hết  cho  Ị  Vi  +  X  +  aVl  -  x  - 1  -  a)  với  mọi  X. 


Như  vậy  F(1)  =  3  +  2^2  sẽ  chia  hết  cho  (Vl  +  X  +  aVl-x  -1-aỊ 


=  V2  -  (a  + 1) . 

X  =  1  v  7 


Khi  đó  Ịj3]2  -  2V2  sẽ  chia  hết  cho  Ịja  +  1]2 -"V2" 

Vậy  1  sẽ  chia  hết  cho  (a2+2a-l)  khi  a2+2a-1  =  ±1.  Vì  a  là  nguyên  nên  ta  tìm  được 
a  =  0  V  a  =  -2 .  Chọn  a  =  -2 ,  ta  có  nhân  tử  Ị  Vi  +  X  -  2VI-X  +  lỊ . 


2x2  +x  +  (x-1)Vl-x2  +(x-1)Vl-x  +2V1  +  X ^  ^  J  f- 

Xét  A  = - T - - — - CALC  1  được  I  +  V2  do  đó  A  có 

Vĩ+X  - 2VĨ-X  + 1 

chứa  Vl  +  X  . 

Xét  A- Vl  +  X  CALC  1  và  CALC  -1  đều  thu  được  kết  quả  là  1  nghĩa  là  A  chứa  1 . 

Xét  A- Vl  +  X  -1  CALC  -1  được  kết  quả  là  0,  đồng  thời  không  còn  chứa  Vl  +  X  ,  do  đó 
ta  hiểu  rằng  A-Vl  +  X  -1  =  (x  +  1)g(x). 

Xét  — — —  +  x — -  CALC  -1  được  kết  quả  V2  nghĩa  là  — — —  +  x — -  =  Vl-X  . 
x+1  x+1 
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[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 

Vậy  A  =  Vl  +  X  +  (x  +  1)Vl-x  +1 . 

BÀI  GIÀI: 

Điều  kiện  xác  định:  -1  <  X  <  1 . 

Tacó:  2x2  +x  +  (x-1)Vl-x2  +(x-1)ựl-x  +2V1  +  X  =0 
<=>(Vl  +  x  -2Vl-x  +1ỊỊV1  +  X  +(x  +  1)Vl-x  +  lỊ  =  0 


VIDEO  BÀI  GIẢNG  CASIO  MEN 
Fb.com/groups/casiomen 
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[ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HÀ  HỮU  HẢI  (TEAM  CASIO  MEN) 
TEAM  CASIO  MEN:  số MỚr  VỊÊT  NAM  TÀI  LỊÊư  CASIO 


BÀI  TẬP  Tự  LUYỆN: 

BÀ1 1:  Giải  phương  trình:  (x2  -l)-Vx+ĩ -(x2  +l)ựx-1  -X2  +2  =  0 

Đáp  số:  (x2  +  Vx  +  1  +  Vx-lỊ(Vx  +  1  -  ựx-1  -  lj  =  0 

BÀI  2:  Giải  phương  trình:  x  +  3  +  Vl  +  x ->/l-x -3^1-x2  =0 
Đáp  số:  (Vl  +  X  -  Vl-x)Ị2^1  +  x  ->/l-x  +  i)  =  0 

Bài  3:  Giải  phương  trình:  4x  +  3  +  2-s/l  -  X2  - 4Vl  +  X  =0 
Đáp  số:  (3>/l  +  x  -Vl-X  -lỊỊVl  +  x  +V1-X  -lỊ  =  0 

BÀI  4:  Giải  phương  trình:  3x  - 1 0  +  3>/2  +  X  - 6V2 - X  +  4>/4 - X2  =  0 
Đáp  số:  (Ự2  +  X  -2^2-x  j^2>/2-x  -V2  +  X  +  3^  =  0 

BÀI  5:  Giải  phương  trình:  2x2  - 2 - X2 Vx  + 1  +  2x^x2  - 1  - (x2  +  x)ựx-1  =0 

Đáp  số:  ^2a/x2  -1  -x^x  +  iỊỊx  +  a/x2  -1  j  =  0 

BÀI  6:  Giải  phương  trình:  X2  -  2x-3  +  (2x  +  3)Vl-x2  +(x-3)Vl  +  x  +(2x  +  3)Vl-x  =0 

Đáp  số:  2  +  X  -  Vi  -  X  Ị  (Vl-X  -2Vl  +  x)(Vl  +  x  +lj  =  0 

BÀI  7:  Giải  phương  trình:  xVx3  -3x  +T>Ớ -3-x-3-\/x  =  0 
Đáp  số:  Ịựx2  -  3  -  VxjỊ(x  +  1)Vx  +  Vx2  -  3  +  lj  =  0 

BÀI  8:  Giải  phương  trình:  X2  -9x  +  8  +  ^6x2  -x-1  =(2x2  -l)>/2x-1  -(x2  +  2)V3x  +  1 

Đáp  số:  Ị2V2X-I  ->/3x  +  1  -ljỊ3ự2x-1  +  a/3x  +  1  +x2  +lj  =  0 

BÀI  9:  Giải  phương  trình:  5x  +  20  +  14xVx  +  2  =8a/4x2  +  9x  +  2  -  (4x-10)a/4x  +  1 

Đáp  số:  (ự4x  +  1  -  >/x  +  2-l)  Ị2V4X  +  I  +3>/x  +  2+3j  =  0 

BÀI  10:  Giải  phương  trình:  8x-24  +  (x  +  8)Vx  +  2  =  2^2x2  +  X  - 6  +  8>/2x  - 3 

Đáp  số:  (ựx  +  2-ự2x-3-l)2(3ựx  +  2+2ự2x-3+2)  =  0 


VIDEO  BÀI  GIẢNG  CASIO  MEN 
Fb.com/groups/casiomen 
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LỜI  NÓI  ĐẦU 

Phương  pháp  Ép  tích  trong  thời  gian  qua  đã  khiến  vô  số  các  em  học  sinh,  các 
thầy  cô  giáo  và  cả  những  người  đam  mê  toán  học  đau  đầu  về  phương  pháp 
nhóm  nhân  tử  đặc  biệt  này.  Có  rất  nhiều  thủ  thuật  Ép  tích  nhưng  hôm  nay, 
nhóm  tác  giả  chúng  tôi  xin  chia  sẻ  một  phần  của  bí  quyết  đó. 

Đoàn  Trí  Dũng  -  Trân  Đình  Khánh 

Cuốn  sách  này  thuộc  về  Bản  Làng  Casio  Men  -  Già  Làng:  Đoàn  Trí  Dũng 
Mọi  chi  tiết  xin  vui  lòng  ngâm  cứu  Website:  casiomen.com 
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A.  ÉP  TÍCH  BẰNG  ĐẶT  Ẩn  phụ  hoàn 
TOÀN 


I.  Đặt  vấn  đề: 

Phương  pháp  ép  tích  bằng  đặt  ẩn  phụ  hoàn  toàn  là  phương  pháp 
dùng  để  nhóm  các  biểu  thức  chứa  căn  thành  dạng  tích  thông  qua  việc  giản 
ước  các  căn  thức  bằng  cách  đặt  ẩn  phụ. 

Trong  mục  này,  chúng  ta  sẽ  ưu  tiên  các  phương  pháp  đặt  ẩn  phụ  và 
biến  đổi  để  rèn  luyện  tư  duy  ẩn  phụ  và  biến  đổi  tương  đương. 

II.  Các  phương  pháp  cơ  bản  của  đặt  ân  phụ  hoàn  toàn  ép  tích: 

•  Đặt  một  ẩn  phụ  kết  hợp  nhóm  nhân  tử. 

•  Đặt  hai  ẩn  phụ  kết  hợp  nhóm  nhân  tử. 

•  Đặt  từ  3  ẩn  phụ  trở  lên  kết  hợp  nhóm  nhân  tử. 

•  Đặt  một  ẩn  phụ  đưa  về  hệ  kết  nối  hai  phương  trình. 

•  Đặt  hai  ẩn  phụ  đưa  về  hệ  kết  nối  hai  phương  trình. 

II.  Bài  tập  áp  dụng: 


Bài  1:  Giải  phương  trình:  2x2  +  x  +  l  =  7(x-l) y/x  —  1 

Cách  1:  Đặt  một  ẩn  phụ  và  nâng  lũy  thừa: 

Điêu  kiện  xác  định:  X  >  1 . 

Đặt  t  —  *sỊx  —  \  X  =  t2  +  l,t  >0 . 

Khi  đo  ta  co:  2.X2  +  X  + 1  =  7  ^x  —  1^%/x  —  1  2.ịt2  + 1  j  + 12  +  2  —  7t^  —  0 

<=> 2f4  -7£3  +5t2  +  4  =  0  <=>  ịlt2  +f +  l)(f-2)2  =0 

^ịlyíx^ĩ2  +4x^ĩ  +  lỴ^fx^ĩ-2Ị  =0 

<=>ị2x-2  +  ^[x-ĩ  +  ljị^[x-ĩ-2Ỷ  =0  oịlx-l  +  ^x^ĩ^^x^ĩ-lỊ  =0 

Vì  2x  —  l  +  yỊx  —  ĩ  >  OVx  >1  do  đó  \Ịx-l  =  2  <=>  X  =  5 . 

Kết  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  x  =  5. 

Cách  2:  Đặt  một  ẩn  phụ  đưa  vê  hệ  kết  nối  hai  phương  trình: 

Điều  kiện:  X  >  1 . 

Xét  phương  trình  2x2  +  x  +  l  =  7(x-l)  \[x  ĩ 
Đặt  y  —  4\/ A  —  I  —  3 .  Khi  đó  ta  có  hệ  phương  trình  : 
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7(x-l)(y  +  3)  r 

2x2  +  X  + 1  =  — - ^ j8x2-7xy-17x  +  7y  +  25  =  0 

(y  +  3f=16(x-l)4  C'ừ2-to+6y  +  25  =  0 

Trừ  hai  vế  của  hai  phương  trình  trong  hệ  ta  có: 

ịsx2  -7xy-\7x  +  7y  +  25  =  0  /  9  _  \  /  9  „  \ 

I  2  ^  6  25  0  =^(8x2-7xy-17x  +  7y  +  25]-(y2-16x  +  6y  +  25]  =  0 

«(8x  +  y-l)(x-y)  =  0  ^8x  +  4n/x^Ĩ-3-i)(x-4n/x^Ĩ  +  3)  =  0 

^í-^/x^ĩ-2x  +  lỊÍ4^/x^ĩ-x-3j  =  0 

Vói  X  >  1  ta  có  \fx-l  +  2x-l>l>0. 

Do  đó  :  Ị— v/x-1  -2x  +  1^4-v/x-l  -X-3Ị  =  0  -»4^x-l  -  x-3  =  0 

<=>16(x-l)  =  (x  +  3)  <=>(x  —  5)  =  0  <=>x  =  5 
Kct  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  5 . 


Bài  2:  Giải  phương  trình:  X2  -  X  -  2  =  y/3-x  +  yỹ _ 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  \[x  >  0 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

tA-t2-t- 2-Ự3-Í2  =0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  ịt - 1  -  V3-Í2  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

Ịí-l-V3-í2  jỊí-l  +  V3-í2  j  =  2í2-2f-2 

Bài  giải 

Đặt  một  ẩn  phụ  và  nhóm  nhân  tử 
Điều  kiện:  0  <  X  <  3 .  Đặt  t  =  \[x  >  0 . 

Khi  đó:  X2  - X - 2  =  \/ 3 - X  +  \[x  <=^> í4  —  í2  —  í  —  2  —  ^3 -f2  =  0 

«Ịí4-í2-2f-l)  +  Ịf-l-V3-í2Ị  =  0 
<íí>(f2-f-l)(f2+f  +  l)  +  Ịf-l-^3-f2 1  =  0 
«|(2f2-2í-2)(í2+í  +  l)  +  Ịf-l-ự3-í2Ị  =  0 
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|Ịf-i-73-í2ỊỊf-i+73-í2  j(í2+í+i)+Ịí-i-73-í2Ị=0 
|Ịt-l-73-í2Ị|^í-l  +  73-f2  j(í2  +  í  +  l)  +  2j  =  0 
|Ịf-l-73-í2ỊỊf3-l  +  (í2+í  +  l)73-í2  +2j  =  0 
|Ịf-l-73-í2ỊỊf3+l  +  (í2  +  í  +  l)73-í2  1  =  0 

<=>-^Ị7*  -1-73-xỊỊx7x  +  l  +  Ịx  +  7?  +  lj73-xj  =  0 
Vì  X\fx  +  1  +  [x  +  4x  +  1Ị73-X  >0V0<X<3  do  đó  Vx -1- V3-X  =0 
<=>  \[x  =  1  +  \/3-x  <=>  X  =  4  -  X  +  2\Ỉ3  -X  <=>  X  -  2  =  \/3-x 

x-2  Jx^2  3  +  71 

(x-2)2=3-x^>|x2-3x  +  1  =  0^X_  2 


<^> 


<^> 


<^> 


ỈCể£  /íiổn:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X : 


3+7? 


Bài  3:  Giải  phương  trình:  20x2  +  14x  +  9  - (l4x  +  ll)^2x2  +1  =  0 

Đặt  một  ân  p/iỊí  dim  rìé  /lệ  phương  trình: 

Điều  kiện  xác  định:  xeK. 

3j2x2  +1  -1 

Đặt  y  =  — - - -  ta  được  hệ  phương  trình  : 

\Í4  lì 

20+  +  lề*  +  9  =  (14.1  + 11)1  [60+  -  56  AI/  +  2X.Y -441/+I6  =  ụ 

(4y  + 1)2  =  9(2+  + 1)  ~ l18*2  -  16y-  -  8y +8  =  0 

Trừ  hai  vế  của  hai  phương  trình  cho  nhau  ta  được: 

24x2  -56xy  +  32y2  +  28x-28y  =  0<?í>4(x-y)(6x-8y  +  7)  =  0 

{  3j2x2  +1  -1 V  3Jĩỹ  +1-1  1 

«4  X — — -  6x-8  v  ' - +  7  =0 

4  4 


yv 


<*l3j2x2  +1-4X-1  2J2x2  +1-2X-3  =0  o 


‘(3i/2 


3^2x2  +l=4x  +  l 
2^2x2  +l=2x  +  3 
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Trường  hợp  1:  3^2x2  +7  =  4x  + 1  =>  9^2x2  4- lì  =  ( 4x  + l)2 
Trường  hợp  2:  2^2x2  +1  =  2x  +  3  => 4Ị2X2  +lj  =  (2x  +  3)2 
Kêí  ỈMổn:  Phương  trình  có  ba  nghiệm  phân  biệt  X  =  2,x  = 


=>x  =  2 

_  ^  _  3  +  n/ĨĨ 
2 

3±sfũ 
2  ' 


Bài  4:  Giải  phương  trình: 

2x  +  4  +  2%/x2  -1  -(2x-3)n/x^Ĩ-(2x  +  3)Ựx  +  1  =0 

Đặt  hai  ẩn  phụ  đưa  vê  hệ  phương  trình: 

Điều  kiện  xác  định:  X  e  ịl,  +00  Ị . 

Đặt  a  =  'Ịx  —  Ĩ  và  b  =  \[x  + 1  ta  được: 

Ta  có:  2x  +  4  +  2%/x2  -1  -(2x-3)a/x-T -(2x  +  3)%/x  +  l  =0 
ífl2  -  b2  +  2  =  0 

[2fl3  +2b3 -a2 -2ab-b2-a  +  b-4  =  0 
Trừ  hai  vế  của  hai  phương  trình  ta  được: 

(2fl3  +2 b3 -a2 -2 ab-b2  -«  +  fc-4)-(«2 -b2  +  2)  =  0 

«2  a3 -2  a2 -(2b  +  l)a  +  (2b3  +b-6^j  =  0 
o(b  +  a)(a-3b  +  4:)(a-3b-2)  =  0 

^(^/x  +  l  +  ^/x^ĩ)(3^/x  +  l  +  2-^/x^ĩ)(3^/x  +  l-^/x^ĩ-4)  =  0 


Vì  X>1^ 


\[x  + 1  +  >0 

3>/x+ĩ^ +  2 - 4x^ĩ >  4x  +  ĩ - 4x^ĩ 


>0 


*\/x  + 1  +  %/x  —  1 
Do  đó  3\/x  + 1  -  yỊx  —  1  -  4  =  0  <=>  3\/v  + 1  =  -y/x-1  +  4 
<=>9(x  +  l)  =  Ị>/x-l  +4j  <íí>8x-6  =  8\/x-l  -»(8x-6)2  =  64(x-l) 

«2Ị2^/x^ĩ-lỊ2  =  0«2n/x^Ĩ  =  1«x  =  | 


Kêt  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhât  A  =  — . 


Bài  5:  Giải  bất  phương  trình:  X3  +  3x2  +  X  +  2  >  2x2 \/x  +  4  +  \j2x  +  ll 
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Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  -  \[x  +  Ã  >  1 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  bất  phương  trình  có  dạng: 

t6 -2t5 -9 í4  +  16í3  +25f2  -32í-18-^2í2  +  3  >0 
Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  Ị 2t  - 1  - ^2f2  +3  j 
Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

ị2t -1  -  ^2^+3^-!  + 42^+3^  =  2t2-4t- 2 


■  X  >  -3 


Bài  giải 

. . .  fx  >  -4  fx>-4 

Điêu  kiện:  ị  =><,  -./  2  \  : 

\x  +  3x +  x>-2>-3  Ị(x  +  3)(x  +l)>0 

Đặt  t  =  sfx  +  4  >  1 ,  ta  đưa  bất  phương  trình  trở  thành: 

(í2  -4)3  +3(f2  -4)2  +(í2  -4)  +  2>2(f2  -4)2í  +  ^2(í2-4)  +  11 

<=>  (í6  -  12í4  +  48£2  -  64)  +  (3f4  -  24£2  +  48)  +  f2  -  2  >  2í5  -  16f 3  +  32f  +  Ự2P+3 

»í6  -2f5  -9f4  +16f3  +25f2  -  32í  - 18  -  ^2í2  +  3  >  0 

«(í6  -2t5  - 9 14  + 16 13  +  2 5t2  - 34í - 17)  +  ^2f - 1  - Ự2Í2  +  3  j  >  0 


«(f4  -8í2  +17)(f2 -2í-1)  +  Ị2x-1-n/2í2+3)>0 

«|(í4-8í2 +17)^21 -1-n/2í2+3ỊỊ2í-1  +  V2í2 +3  j  +  Ị2í-l-ự2f2+3Ị>0 

/  - - -^1  /  , - - \  \ 


<^> 


^2f  - 1  -  Ự2Í2  +  3  jỊ^-(f4  -  8í2  +  17)Ị2í  - 1  +  ^2t2  +  3 Ị  + 1 

/^ /  o  .\/_  / - 7  .  r - — 


<^>  (2ựx  +  4-l-ự2x  +  ll) 


(x2+l)(2ựx  +  4-l  +  ự2x  +  ll) 


>0 


+  1 


>0 


Do  đó 
Vậy 


Vì  (x2+l)(2ựx  +  4-1+J2x  +  1l)>  Jx  +  4-l  =  ^x  +  3 — j>0Vx>-3 

(x2  +  i)Í2a/x  +  4  -1  +  V2x  +  11 

:ó  - - - - - -  + 1  >  OVx  >  -3 . 

2 

Í2%/x  +  4  >l  +  ^2x  +  ll  Í4(x  +  4)  >  12  +  2x  +  2*v/2x  +  11 

\x  >  -3  Ịx  >  -3 
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ị X  +  2 > sỊĩx  +  11  [x  +  2x  —  7>0  1  _  IT 

<=>1  «7  <=>  X  >  -1  +  2%/2  . 

[x>-3  [x  >  -2 

Kểf  ỉííận;  Bất  phương  trình  có  tập  nghiệm  xe  -1  +  2\fĩ}+co\ . 


Bài  6:  Giải  bất  phương  trình:  \fx  -  3  +  V5-X  >  X2  -  8x  + 18 


Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  \fx  -  3  e  0;  \ỊĨ 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  bất  phương  trình  có  dạng: 

t4  -2t2  -t  +  3-\fĩ- í2  <0 
Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  ịl  —  t  —  \/2  -  f 2  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

Ị2-í-n/2-í2  ỊỊ2-f  +  ự2-í2  j  =  2f2-4í  +  2 

Bài  giải 

Điều  kiện:  3  <  X  <  5 .  Đặt  t  =  \fx  -  3  e  0;  \fĩ  ,  ta  biến  đổi  bất  phương  trình  trở 
thành:  í  +  v 2-í2  >(í2 +3)2 -8(f2 +3)  +  18  -2f2  -í  +  3-Ự2-Í2  <0 

Ịí4  -  2í2  + 1)  +  Ị2  -  í  -  ^2  -  í2  j  <  0  «(í-l)2(f  +  l)2+Ị2-í-V2-í2  j<0 

IỊ2-Í-Ự2-Í2  |Ị2-f  +  V2-í2Ị(f  +  l)2+Ị2-í-ự2-f2Ị<0 
ịl-t-^ỊĨ-t2  j  ịỊ2-í  +  ự2-í2Ị(f  +  l)2+l  <0 

(2-Vx-3-V5-x)  tỊ2-Vx-3  +  V5-x)(Vx-3  +  l]2  + 


<^> 


<^> 


<^> 


<^> 


<^> 


■Ặ+ĨT- 


■V 


■X  +8x-15 


yv 


-^2  +  2^ 


Vìi 

2 


7-x 

2  +  -\Ịx  —  3 


2  ;  7=  Y  1(  7-x 

-x2+8x-15  -7-  —  r— 

7^2 1^2  +  \lx  — 
+  >/5-x  Ị^x-3  +1)  +1: 


t^2- Vx-3  ^-^/5--x'ỊỊ^/x-3  +  lj2 
— ,  +  V5  ~  X  I  \/.Y  3  1  Ị 

7*^3  Jv  > 


+  1 


+  1 


<0 


<0 


X  -  3  + 1)2  + 1  >  0V3  <  X  <  5  . 
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Í3<x<5 

Do  đó:  ị  I - ■  = <=> - 

[2<V2  +  2V-x2+8x-15 

Í3<x<5  |3<x<5 

|-x2+8x-15>1  Ị(x-4)2<0 

T/-  A'*  T  ^  ní  <  '  1  '  1  •  A  1 


3<x<5 


-X  +  8x-15  >1 
<=>x  =  4. 

I 

Kct  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  4 


Bài  7:  Giải  phương  trình:  \J2  +  X  +  V2  -  X  +  V4  -  X2  =  2x2  +  2x  -  2 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  V 2  +  X 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

(í  +  1)a/4-í2  =2t4 -6t2 -t  +  2 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  ịl  —  t  —  ^2  -  f2  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

Ịf-l-^4-f2  ỊỊf-l  +  ự4-f2  j  =  2f2-2f-3 

Bài  giải 

Điều  kiện:  -2  <  X  <  2 .  Đặt  f  =  V2  +  X  =>  0  <  f  <  2 . 

Ta  co:  >/2  +  X  +  >/2  —  X  +  -X2  =2x2  +2x-2 

«•  t  +  4Ĩ-?  +  tyíÃ^t2  =  2(í2  - 2)2  +  2(f2  -  2)  -  2 

«(í  +  l)ự4-í2  =2t4 -6t2 -t  +  2 
«Ịí-l-ự4-f2  j(í  +  l)  +  (2í4-7f2-f  +  3)  =  0 

«Ịí-l-ự4-f2  j(í  +  l)  +  (2í4-7f2-f  +  3)  =  0 
«(2í2-2f-3)(í2+í-l)  +  Ịí-l-ự4-f2  j(í  +  l)  =  0 
<^Ịí-1-n/4-í2  ỊỊt-l  +  V4-í2Ị(f2+f-l)  +  Ịí-l-^4-f2  Ị(f  +  l)  =  0 
«Ịf-l-ự4-f2  j^f-l  +  ự4-í2  j(f2+f-l)  +  í  +  lj  =  0 
<íí>Ịí-l-V4-í2  jỊf3-í  +  2  +  Ịf2+f-l)N/4-í2Ị  =  0 
<^Ịí-l-ự4-í2Ị|^(í3-2f)  +  (f2+í)N/4-f2  +Ịí  +  2-a/4-í2  jj  =  0 
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^Ịí-l-ựề-í2  j^íỊí2-2  +  (f  +  l)N/4-f2  j  +  Ịf  +  2-ự4-í2  jj  =  0 
^Ịf_l_ự4-f2^2í(í  +  2)Ịí2-2  +  (í  +  l)ự4-f2j  +  2(f  +  2)Ịf  +  2-ự4-í2  Ịj  = 
Chú  ý  rằng:  2í(í  +  2)  =  Ịf  +  2- ^4-f2  jỊf  +  2  + ^4 -í2  j .  Do  đó: 
Ịí-I-a/4-í2  jỊí  +  2-^4-í2  j^Ịí  +  2  +  V4-í2  |Ịf2-2  +  (í  +  l)^4-í2  j  +  2(í  +  2)j  = 
«Ịí-l-ự4-f2  |Ịf  +  2-ự4-í2ỊỊí2+4f  +  4  +  (2í3  +  3í)ự4-f2Ị  =  0 
^(ự2  +  x-l-ự2-x)(ự2  +  x  +  2-ự2-x]A  =  0 
Trong  đó:  A  =  6  +  x  +  4\/2  +  x  +  (2x  +  7)^4-x2  >0Vxe[-2;2] .  Vậy: 


Trường  hợp  1:  yfz  +  x  =  1  +  a/2-x  -e>2  +  x  =  3-  x  +  2\ỊĨ - X 

,  1— -  „  „  ị<x<2  Jỹ  _  , 

<=> 2y2 -x=2x-l<=>s2  <=>  X  =  -V-  (Thỏa mãn). 

4(2-x)  =  4x2 -4x  +  l 

Trường  hợp  2:  4Ĩ+X  +  2- sỊĩ^x  =  0 

ự2  +  x(2  +  ự2-x)  +  (2-ự2-x)(2  +  ự2-x)  =  0 

sịĩ+x Ị 2  +  \/ 2  —  X Ị  +  X  +  2  =  0  <í==>  y2  4-  X Ị 2  +  \/ 2  —  X  +  \Ì2  +  A  Ị  =  0 

Vì  2  +  s[ỉ  -  X  +  v2  +  X  >0  do  đó  X  =  -2  (Thỏa  mãn  điều  kiện). 

^7 

Kêt  luận:  Phương  trình  có  hai  nghiệm  phân  biệt  X  =  -2,  X  -  ^  . 


«• 

<=> 


Bài  8:  Giải  phương  trình:  \Í7x-8  + 1  =  ỊV2.X - 1  - 1  j 


Điều  kiện:  X  >  Ậ . 

2 

Đặt  f  =  yị2x  —  l  >  0 ,  phương  trình  trở  thành: 

«•  2f 6  -  12f  5  +  24í4  +  16f 3  - 7í2  +  9  =  0  ^  (í  - 1) (í  -  3) Ị2Í2  (í  - 1)2  +  4f  +  3  j  =  0 
«(^2x-l  -lj(ự2x-l  -3^2(2x-l)Ịự2x-l  -lỊ2  +4ự2x-l  +3^  =  0 


188 


ÉP  TÍCH  BẰNG  ẨN  PHỤ  ™  ... ,  4~  ..  ...  . . . _ 

,  ,  *•  ,  „  Tìm  tAi  liệu, Toán,?  Chuyện  nhỏ ^  www.toccnmath.com 

NHÓM  TÁC  GIẢ:  ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HẨ  HỮU  HAI  -  TRAN  ĐÌNH  KHANH 


Vì  2(2x-l)Ịự2x-l-lỊ2+4ự2x-l+3>0,Vx>|^x  =  lvx  =  5. 
Kêf  ỉííận;  Phương  trình  có  hai  nghiệm  phân  biệt  X  =  1 V  X  =  5 . 

Bài  9:  Giải  phương  trình:  5x - 6  +  5\[x-ĩ  +  \Ịx2  - 1  =  0 

Phân  tích 


Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  yỊx-1 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

5t  — l  +  5f  +  í'\/f  +2=0 
Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  Ị3Í  + 1  -  \/l2  +1  ĩ 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

(3í  +  l-#7T)(3t  +  l  +  ^)  =  (8t2+6í-l) 


Bài  giải 


Điều  kiện:  X  >  1 . 

Đặt  t  =  \Ịx  - 1 ,  phương  trình  trở  thành:  5í 2  - 1  +  5f  +  í  \/í2  +  2  =  0 
<=>-Ị3f +  l-^f2  +2  jí +  ^8f2  +6í-lj  =  0 

^-Ị3f  +  l-^/í2+ĩjí  +  Ị3f  +  l-^/f2+ĩjỊ3f  +  l  +  ^/í2+ĩj  =  0 

«Ị3í  +  l-Ví2+ljỊ2f  +  l  +  Vf2+lỊ  =  0 

«(3^/x^ĩ-^/x  +  l+lỊ(^/x+ĩ  +  2^/x^ĩ  +  l)  =  0 


Vi  s/x  + 1  +  2\fx  —  1  + 1  >  0  do  đo  3*J. X  —  1  +1  —  's/x  + 1 
<=>  9x  -  8  +  6\[x-ĩ  =  X  + 1  <=>  6\fx-ĩ  =  9 -8x 


1<X<  I 

8 


45  —  3^17  ,  _  4*  1  . A  \ 

<=>  X  = - — -  (Thoa  mãn  điều  kiện). 

2  32 


[36(x-l)  =  (9-8x): 


Kết  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  - 


45-3^ 


32 


Bài  10:  Giải  phương  trình:  4x  +  3  +  2\JĨ  -  X2  -  4\/l  +  x  =  0 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  \Ị  \  +  X 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 
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4 12  —  4t  —  1  +  2t\[ĩ  -  í2  =  0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  Ịf  - 1  - ^2-f2  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

ịt-ĩ  +  yỊl-t2  ỊỊí-I-n/2-í2  j  =  2í2-2í-l 


Bài  giải 


Điều  kiện:  -1  <  X  <  1 . 

Đặt  t  =  yỊl  +  x ,  phương  trình  trở  thành: 

4í2  —  4t  —  1  +  2t\fĩ  -  í2  =0  oltịt-l  +  ^ỊĨ^ĩ2  j  +  (2f2-2f-l)  =  0 

<=>2íỊf-l  +  V2-f2Ị  +  Ịí-l  +  >/2-f2  ỊỊí-I-n/2-í2  j  =  0 

«Ị3f-l-V2-f2  jỊf-l  +  >/2-f2  1  =  0 

<^>  ( 3VĨ  +  x  -  ^-i)(7ŨI+^-i)=0 

Trường  hợp  1:  3\/l  +  X  -  \/l  - .Y  -1  =0  3-v/l  +  ~x  =<Jl-x  +1 

<=>9x  +  9  =  2-  x  +  2-y/l - X  <=> lOx  +  7  =  2^1  - X 


-2-<x<l 

10 

[(lOx  +  7)2 


ox  = 


3^-36 


=  4(l-x) 


50 


(Thỏa  mãn  điều  kiện). 


Trường  hợp  2:  ựl  +  x  +  y/l-x  - 1  =  0  <=>  Vĩ-hx  +  y/l-x  =  1 
<^>2  +  2\ll-x2  =  1  <=> 2\ll-x2  =  -1  (Phương  trình  vô  nghiệm). 


RTÍ  /wổn;  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất 


x  =  - 


3n/Ĩ9-36 


50 


Bài  11:  Giải  phương  trình:  Sx-is-ỏN/ĩ+x+ưN/ĩ^x+isựi-x2  =0 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  £  =  ^1  +  x 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

5f2  - 20 -6f  +  (l5f  + 12)^2  -f2  =0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  Ị  í  -  2\ll- 1  2 1 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 
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ịt  -  2^2  -  í2  j  Ị  í  +  2^2 -í2  j  =  5í2  -  8 

Bài  giải 

Điều  kiện:  -1  <  X  <  1 . 

Đặt  f  =  ựl  +  x ,  phương  trình  trở  thành: 

5f2  - 20 -6f  +  (l5f  + 12)^2  -f2  =0 
10f 2  - 40 -  12t  +  (I5f  +  12)2n/2-í2  =  0 
<=>  -(15Í  +  12)Ịf  -  2^2  -  í2  j  +  25f2  -  40  =  0 

«•  — (15Í  +  12)Ịí  -  2V2-Í2  j  +  5(5f2  -  8)  =  0 

<=>  -(15Í  +  12)Ịf  - 2^2 -f2j  +  sỊí  - 2V2-Í2  ỊỊí  +  2^2- f2  j  =  0 
«Ịí-2n/2-í2  |Ị5í  +  loự2-í2  -15í -12^  =  0 
«Ịí-2n/2-í2  ỊỊ5V2-Í2  -5f-ój  =  0 
^(^/l  +  x-2^/ĩ^xjỊ5^/^:x-5^/l  +  x-6Ị  =  0 

Trường  hợp  1:  •v/ĩ+lc  -  2\/l  -  X  =  0  <=>  X  =  ^ . 

5 

Trường  hợp  2:  5\/l  -  X  -5\/l  +x  -  6  =  0  <íí>5n/1-x  =  5\fĩ  +  X  +6 
<=> 25 - 25x  =  61  +  25x  +  60^/ĩ+x  <=> -(36  +  50x)  =  60>/ĩ~ 


-(18  +  25x)  =  30n/Ĩ 


+  X  <=>  í 


25 


-  +  X 


•ox  =  - 


(18  +  25x)2=  900(1  +  x) 


24 

25 


3  24 

ỈCếỉ  /wổn:  Phương  trình  có  hai  nghiệm  phân  biệt  x  =  ^  và  x  =  --^ 

5  25 


Bài  12:  Giải  phương  trình:  1 

ịx2  -ljVx  +  l  -| 

ịx2  +  lj- 

\Jx-  1-x2  +  2  =  0 

Phân  tích 


Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  \Ịx- 1 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

(í4  +2f2  )ựf2  +2 -t5 -t4 -2t3 -2t2 -2t  +  1  =  0 
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Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  Ị^/f2  +  2  - 1  - 1  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

Ịựf2+2-f-ijỊJ 


r +2  +  f  +  i|  =  i-2f 

Bài  giải 


Điều  kiện:  X  >  1 . 

Đặt  f  =  *\/x  —  1 ,  phương  trình  trở  thành: 

(í4  +2f2)Vf2  +2  -(í4  +2f2  +2)f-f4  -2í2  +1  =  0 

«(f4+2f2)ựf2+2-f5-f4 -2t3-2t2  -2f +  1  =  0 

«(f4+2f2)ỊVf2+2-f-lj  +  (l-2f)  =  0 


«(f4  +  2t2^ịyft2  +  2  -  í-lỊ  +  Ị^í2  +2  -  í-lỊỊ^í2  +2  +f  +  lj 


r  +  2  -  í-1  vr  +2  +f  +  1  =0 


1 í  +  2f  + 1  + 1  + 


■  0 


Ví2  +  2.^ịyft2  +  2  -  f-lj  = 

«Ịx2  +a/Ĩ+Ĩ  +  ựx-ljỊựx  +  l  -  Ựx-1  — lỊ  =  0 

Vì  X2  +  a/x+T  +  \fx-l  >0  do  đó  a/x  +  1  - \[x-ĩ  -1  =  0« ^x  +  1  =  -v/x-1  + 1 
<=>  X  + 1  =  X  +  2^x-l  <=>  \fx-l  =  -^  <=>  X  =  -^  (Thỏa  mãn  điều  kiện). 


/<í’t  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  ^ . 


Bài  12:  Giải  phương  trình: 

3x  +  3-2^2x2  +5x  +  2  +2ỊỰX  +  2Ị3  -(x  +  5)ự2x  +  l  =0 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  £  =  a/x  +  2 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

2í3  +  3í2  -  3  -  (f 2  +  2f  +  3) ^2í2  -3=0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  Ị2f  + 1  +  V 2f 2  -3  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

Ị- V2f2  -  3  +  2í  + 1  jỊ2í  + 1  -  \Ỉ2t2  -  3  Ị  =  2f 2  +  4f  +  4 

Bài  giải 
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Điều  kiện:  X  >  — -7 . 

2 

Đặt  t  =  V'X  +  2  .  Khi  đó  phương  trình  trở  thành: 

2í3  +  3í2  -  3  -  (f 2  +  2f  +  3) ^2f 2  -3=0 

<=>  4í3  +  8f2  +  8f  -  (í2  +  2f  +  s^ụĩt^ĩ  +  2t  + 1  j  =  0 

«•  2í  (2í2  +  4f  +  4)  -  (f 2  +  2í  +  3)Ịự2í2  -  3  +  2í  + 1  j  =  0 

<=>2íỊ>/2t2  -3  +  2í  +  ljỊ2í  +  l-ự2f2  +2í  +  3)Ị^2f2  -3  +2f +  lỊ  =  0 

^ỊV2f2-3  +  2í  +  lj^2fỊ2í  +  l-V2f2-3j-í2-2í-3j  =  0 

<=>  Ịn/2í2-3  +  2f  + 1  jỊ3f2  -  3  -  2í^2í2  -  3  j  =  0 

<=>  Ịự2f2-3  +  2í  + 1  j Ị(2í2  -  3)  -  2h/2f2-3  +  í2  j  =  0 

«■  Ị^2í2  -  3  - 1  j2  ụĩĩ2  -  3  +  2f  +  lỊ  =  0 

^(ự2x  +  l-Vx  +  2Ị2Ịự2x  +  l  +  2ựx  +  2+lj  =  0 

V 1  n/2x  + 1  +  2\J. X  +  2  + 1  >  0  do  đo  \f2x  + 1  —  yfx~-ỹ  2  =  0  X  =  1 . 

ỈCế£  /íiổn:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  1 . 


Bài  13:  Giải  phương  trình:  3x2  -  3x  -  9  -  2| 

(x2  —  2  ^^s/x  +  3  +1 

(x2+4)- 

Ịx  =0 

Phân  tích 


Ẩn  phụ  cần  đặt:  £  =  \fx 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

f5  +3f4  -3f2  +4í-9-2(f4 -2)ựí2+3=0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  Ị  í  +  3  -  2\lt2  +  3  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

Ịí +  3-2^f2  +  3  ỊỊí +  3  +  2^f2  +  3j  =  -3í2  +6Í-3 

Bài  giải 

Điều  kiện:  X  >  0 . 

Đặt  t  =  s[x  .  Khi  đó  phương  trình  trở  thành: 
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t5  +  3t4  - 3f2  +  4f  - 9  -  2(í4  - 2) ựf2  +  3  =  0 

«(-3í2+6í-3)  +  (í4-2)Ịí  +  3-2ựf2  +  3j  =  0 

^Ịí  +  3-2ựí2+3jỊí  +  3  +  2ựf2+3j  +  (f4-2)Ịf  +  3-2ựf2+3j  =  0 

«Ịí  +  3-2Ví2+3|Ịí4+í  +  1  +  2n/í2+3|  =  0 

<=>  (n/x  -  2n/x  +  3 +  3Ì(>/x- +  2n/x  +  3  +  X2  +  lì  =  0 

V 1  'sỊx  +  2\/, X  +  3  +  X2  + 1  >  0  do  đo  yfx  —  2 ■%/ X  +  3  +3  =  0  \fx  +  3  =  2\l X  +  3 
<=>x  +  9  +  6n/x  =  4x  + 12  <=>  3x  -  6\[x  +  3  =  0<=>3Ịn/x-iỊ  =  0<=>X  =  1 . 

Kct  luận:  Phưong  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  1 . 


Bài  14:  Giải  phưong  trình: 

3x2  +  2x  +  l-íx2  +x-2jVx  +  2  -ịx2  +  x  +  i)n/3-x -^6  +  x-x2  =0 

Điều  kiện  xác  định:  -2  <  X  <  3 . 

Đặt  t  =  \Jx  +  2  .  Khi  đó  phuơng  trình  trở  thành: 

-t5  +  3í4  +  3f 3  -  10f 2  -  9  -  (f 4  -  3f 2  +  f  +  3)  ự5-t2  =  0 
«-(f4-3f2+f  +  3)(f-3)-(f4-3f2  +  f  +  3)ự5-f2  =0 
«-(í4-3í2+f  +  3)Ịự5-í2  +í-3Ị  =  0 

(3-Vx  +  2-ự3-xj(ựx  +  2+x2+x  +  l)  =  0 


<^> 


( 

^3- Vx  +  2  —  *\J3  —  X Ị  X  +  2  + 

V 

-  (  3 

Vi  yx  +  2  4-  X  +  —  H — “  >  0  do  đ 
2  4 


1 

X  +  -7 
2 


'\ 


.  3 
+  — 
4 


=  0 


+  4  >  0  do  đó: 
4 


3  —  a/x  +  2  —  sỊĨ-x  —  0  'Ci>  3  —  \[x  +  2  +  y/3-x 

«9  =  5  +  2\/x  +  2\/3-x  <=>  2  =  \[x  +  2%/3-x  <=> X  =  — 1, X  =  2 . 
Kêt  luận:  Phưong  trình  có  hai  nghiệm  phân  biệt  X  =  -1,  X  =  2 . 


Bài  15:  Giải  phưong  trình: 

2x2  -  2-x2n/x  +  1  +2x^x2  -1  -  Ịx2  +xỊn/x-1  =0 
Điều  kiện  xác  định:  X  >  1 . 
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Đặt  t  -  y/x-1,  phương  trình  trở  thành: 

l(t2  + 1)2  -  2  -  [t2  + l)2  4^+2  +  2  t(t2  +  l)#72-|ỷ2  + 1)2  +  (í2  + 1) =  0 


l)Ví2+2+(2f3+2f)ựf2+2-( 


«•  2r  +  4f  - (T  +  2r  + 1) Ví  +  2  +  (2r  +  2f 

-í5  +  2f 4  -  3í3  +  4f 2  -  2f  -  (f4  -  2f 3  +  2f 2  -  2f  + 1) ựf2  +2  =  0 
<^>  -í  (f2  +  2)(í2  -  í  + 1)  -  (í4  -  2f3  +  2f2  -  2í  +  l)ựf2+2  =  0 


í4+3f2+2)f  =  0 


-4 


t2+  2 


4 


t2  +2 


\2 


t-1- 

V  2y 


.  3 
+  — 
4 


í  +  Ịí2  +  l)(í-l)2 


=  0 


-4 X + 1 


VA"  +  1 


^  3^ 

+  — 
4 


a/x-1  --t 
2 


%/x-ĩ  +  xỊ^/x-l  -  lj 


V  V"  '  J 

Phương  trình  vô  nghiệm  với  mọi  X  >  1 . 
Kct  luận:  Phương  trình  vô  nghiệm. 


=  0 


Bài  16:  Giải  phương  trình:  X  +  3  +  4Ĩ- ivX  - 4Ĩ—X  - 3\/l - X2  =  0 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  4Ĩ+X 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

f2+í  +  2-(3f  +  l)%/2-f2  =0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  ịt-  V2  -  í2  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

ịt - ự2-í2jỊf  +  n/2-í2  j  =  2f2  - 2 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định:  -1  <  X  <  1 . 

Đặt  t  =  y  l  +  X  .  Khi  đó  phương  trình  trở  thành: 

P+2  +  Í-V2-Í2  - 3íx/2 - f 2  =0 

^f2+f  +  2-(3f  +  l)ự2-f2  =0 

<=> (3í  +  l)Ịf -  V2-Í2j - (2í2  - 2)  =  0 

<=>  (3í  + 1)  Ịí  -  42^7  j  -  Ịí  -  4ĩ^ẽ  j  ịt  +  42^7  j  =  0 
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«Ịí-^2-f2  ỊỊ(3í  +  l)-Ịí  +  ự2-í2  jj  =  0 

«Ịt-72-f2  ỊỊ2Í  +  1-V2-Í2  j  =  0 

«Ị\/l  +  x  -Vl-xỊỊ2Vl  +  x  -71-*  +  lj  =  0 

Trườnghợpl:  7l  +  *-7l-*=0«x  =  0. 

Trường  hợp  2:  2%/l  +  x  - 7l-*  +1  =  0« 27l  +  *  + 1  =  y/l-x 
<=>  4x  +  5  +  4\/l  +  x  =  1  -  X  <=>  4^1 +  x  =  -4  -  5x 


«1 


-l<x<-± 

5  «<; 

16(x  +  l)  =  (4  +  5x)2 


-1<X<-| 

5 

16(x  +  l)  =  25x2+40x  +  16 


24 

«*  =  -— 7 

25 


Kêf  ỉííận;  Phương  trình  có  hai  nghiệm  phân  biệt  X  =  0,x  =  - 


24 

25 


Bài  17:  Giải  phương  trình:  3x  - 10  +  37 2  +  X  -  ó7 2  -  X  +  4\Ịể-x2  =  0 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  \Ỉ2  +  ~X 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

3f2+3f-16  +  (4f-6)74-f2  =0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  ịt-  2\j4- 12  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

ịt - 274-í2  jỊf  +  2^4 -í2  Ị  =  5f2  - 16 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định:  -2  <  X  <  2 . 

Đặt  t  =  y2  +  A' .  Khi  đó  phương  trình  trở  thành: 

3  (í2  -  2  j  - 10  +  3f  -  6^4  -  í2  +4f74-í2  =0 

«3f2+3f-16  +  (4f-6)74-f2  =0 
«-(2f-3)Ịí-274-f2  j  +  5í2-16  =  0 
<=>  -  (2f  -  3)Ịí  -  2^4  -  í2  j  +  Ịí  -  2^4 -f2  ỊỊí  +  2\Ịị-t2  j  =  0 
«Ịí-274-í2  IỊỊí  +  274-í2  j-(2í-3)j  =  0 
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<=>  Ị  t  -  2^ĩ^ẽ  j  - 1  +  3  j  =  0 

«(ự2  +  x-2ự2-x)(2ự2-x-ự2  +  x  +  3)  =  0 

Trường  hợp  1:  sỊĨ+x  - 2sJĨ - X  =  0  <=>  2  +  X  =  4(2  -  x) «  X  =  ^ . 

Trường  hợp  2:  2V2-X  -  V2  +  X  +  3  =  0« 2V2-X  +  3  =  %/2  +  x 
8  —  4x  +  9  +  I2V2  —  X  =  2  +  X  I2V2  —  X  =  — 15  +  5x 
« 5(3 - x)  + 12\/2- X  =  0  (Phương  trình  vô  nghiệm  V-2<x<2). 

Kct  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  ^  . 


Bài  18:  Giải  phương  trình:  3x2  -  3x  -  9  -  2 1 

(*=-2) 

|Vx  +  3  + 1 

(*2+4)' 

v^=0 

Phân  tích 


Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  \[x 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

t5  +3f4  -3í2  +4f-9-2(f4  -2)Víĩ+3  =0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  Ịf  +  3  -  2 Ví 2  +  3  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

Ịí + 3  -  2VP+3  ỊỊí + 3 + 2VP+3  j = -3í2 + 6í  -  3 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định:  X  >  0 . 

Đặt  t  =  \fx  .  Khi  đó  phương  trình  trở  thành: 

3f4  -3f2  -9-2(f4  -2) Ví2 +3  +(f4  +4)f  =  0 

«f5+3f4-3í2+4í-9-2(f4-2)Ví2+3=0 

«(í4-2)Ịf  +  3-2Ví2+3j-3f2+6í-3  =  0 

« (í4  - 2)Ịf  +  3 - 2Vfĩ  +  3  j  +  Ịt  +  3  - 2VF+3 ỊỊt  +  3  +  27^  +  3  j  =  0 

«Ịí  +  3-2Vf2+3jỊ(f4-2)  +  Ịf  +  3  +  2Ví2+3jj  =  0 

« Ịí  +  3  -  2VF+3  ỊỊí4  +  í  + 1  +  2VĨ2+3  j  =  0 

ỊVx  —  2\Ị X  +  3  +  3ỊỊ  ^Jx  +  2\j X  +  3  +  X2  +  lỊ  =  0 
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Vì  \fx  +  2a/x  +  3  +  X2  + 1  >  0,  Vx  >  0 .  Do  đó: 

4~x  —  2'\/x  +  3  +  3  =  0  4~x  "t"  3  =  2'\/x  +  3  X  +  ó^s/x  +  9  =  4x  + 12 

•»3x-6%/x  +  3  =  0<»3Ịa>/x -lỊ  =0ox  =  l. 

Kct  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  1 . 

Bài  19:  Giải  phương  trình: 

x2-2x-3  +  (2x  +  3)Vl-x2  +  (x-3)^/ĩ+x  +  (2x  +  3)^/ĩ^x=0 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  sỊĨ Tx 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

f4  +t3 -ất2  -4f  +  (2í3+í)ự2-í2  +  (lt2  +l)V2-t2  =0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  ịlt - \ỊĨ -í2  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

ịlt  - ự2-f2 1^2 1  +  ^2-f2  j  =  5f2  - 2 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định:  -1  <  X  <  1 . 

Đặt  f  =  %/l  +  x  .  Khi  đó  phương  trình  trở  thành: 

(í2  -l)2  -2(f2  -l)-3  +  (2(í2  -l)  +  3)jt^Ỉ2^tĩ  +  ịịt2 

+(2(fz-l)  +  3)ự2-f2  =0 

^f4  -2í2  +l-2f2  +2-3  +  (2í2 -2  +  3)fự2-í2  +  f3  -4 1 

+(2íz-2  +  3)^2-í2  =0 

«> f 4  +  f 3  - 4f 2  - 4f  +  (2í3  +  f)V 2 -í2  +  (2f 2  + l) sỊĩ^t2  =  0 
<^t4  +  t3  -4f2-4f  +  (2í3  +  2f2  +f  +  l)ự2-f2  =0 
^>f3(f  +  l)-4f(f  +  l)  +  (2í2(í  +  l)  +  f  +  l)ự2-f2  =0 
«(í  +  l)Ịí3  -ất  +  ịlt2  +1)^2 -f2  j  =  0 

«•  (í  +  l)^5í3  -  2í  -  (2í2  +  l)Ị2í  -  7T7))  =  0 
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«(í  +  l)Ịí(5f2  -2)-(2í2  +i)Ị2í-n/2-í2  jj  =  0 

«•  (í  +  l)(í(2í - n/2-í2  1^2 1  +  ự2-f2  j - (2f2  +  l)^2í -  sỊĨ ~2  jj  =  0 

<=>(í  +  l)(2f  —  n/2-í2  ỊỊf  Ị2í  +  V2-Í2)  -  (2f 2  + 1)  j  =  0 

«(í  +  l)|2f-V2-í2  jỊfV2-f2  -lỊ  =  0 
oị(t  +  l)ụĩ^7 -2íỊỊ2-2fV2-í2  j  =  0 

|(í  +  l)Ị>/2-f2  -2f  ỊỊí2  -  Ity/l-t2  +(2  -  í2  )j  =  0 
tj(í-ự2-í2  j  =0 


2-r  -2f 


•w>  —ịyỊí  +  X  + 1  —  X  —  2-v/l  +  X  +  X  —  Vl —  a:  Ị  —0 

Chú  ý  rằng  ựl  +  x  + 1  >  0,  V  - 1  <  X  <  1 .  Do  đó  ta  có  2  trường  hợp  sau: 

Trường  hợp  1:  a/i - X  =  2>/l  +  x  <=>l-x  =  4  +  4x<=>x  =  . 

5 

Trường  hợp  2:  Vl  +  X  -  a/1-x  =  0  <=>  X  =  0 . 

^  3 

Kéí  ỈMẬtt:  Phương  trình  có  hai  nghiệm  phân  biệt  X  =  0,x  =  . 

5 


Bài  20:  Giải  phương  trình:  x^x3  -3x  +  n/x2  -3  -  X  -  3  - \fx  =  0 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  s[x 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

(t3+l)Vt4-3-f2-f-3  =  0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  ỊVí4  -3  -  f  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

ụ?  -3-fjỊ%/í4  -3  +  íj  =  í4  -í2  -3 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định:  X  >  \Ĩ3  . 

Đặt  t  =  \[x  .  Khi  đó  phương  trình  trở  thành: 
f 2 x/f 6  - 3f 2  +Ví4-3-í2-3-í  =  0 
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of3Ví4-3  +  Vf4-3-í2-f-3  =  0 
<=>  (í3  +  l)^í4  — 3  —  f2— f  —  3  =  0 

«(í3+l)Ịựí4-3-íj  +  í4-í2-3  =  i 

<»(í3 +ĩ)ụ? -3 -t^j+ụ?  -3  -t  ^ụ?  -  3+fỊ= 


í4  -  3  -  íj  +  Ịví4  -  3  -  f  j(  \/í4  -  3  +  í  1  =  0 
ỊVí4-3-fjỊí3+f  +  l  +  Ví4-3j  =  0 
Ị\/x2  -3  -a/x  jỊ(x  +  l)^  +  ^/x2^-3  + 1  j  =  0 . 
Chúýrằng:  (x  +  l)^  +  Vx2  -3 +  l>0,Vx>^ . 

Do  đó:  -\/x2  -3  - \[x  =  0  <=> 


<=> 


x2-x-3  =  0  1  +  ^3 


[x>^  ^ 

Kẽt  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  = 


2 

1  +  VĨ3 


Bài  21:  Giải  phương  trình: 


X2  -9x  +  8  +  n/6x2^-x-Ĩ  =  ^2x2  -l)\/2x-l  -(x2  +2^ự3x  +  l 

Phân  tích 

Ẩn  phụ  cần  đặt:  t  =  \j 2x  - 1 

Sau  khi  tiến  hành  đặt  ẩn  phụ,  phương  trình  có  dạng: 

4í5  -  2t4  +  8t3  +  32f 2  -  4f  -  30  -  (f 4  +  2f 2  +  4f  +  9)  Vót2 +10  =  0 

Nhân  tử  liên  hợp  cần  tìm:  Ị4Í  -  2  -  \lót2  + 10  j 

Để  đưa  ra  được  nhân  tử  trên  cần  chú  ý  liên  hợp  ngược: 

(4f - 2 - ựóf2  + 10  j|4f - 2  +  4ẽĩ2  + 10  j  =  10f 2  -16Í-6 

Bài  giải 

^  ,  1 

Điêu  kiện  xác  định:  X  >  -7 . 

2 

Đặt  ẩn  phụ  t  =  y/lx-l .  Khi  đó  phương  trình  trở  thành: 

(V+1Ỷ  JV+1Ì  „  ưt2+i) 

-TT1  -9  +  8  +  h  3  +1  = 

2  2  V  2 


^2+l^ 


^2+l^ 


+  2 


^f2+l^ 


+  1 
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^2 (f2  +l)2  -36(f2  +l)  +  64  +  4í^6(í2  +  l)  +  4 

=  4f  Ị(í2  + 1)2  - 2 j - Ị(í2  + 1)2  +  8 j ^6(f2+l)  +  4 

o2t4  +4f2  +2-36Í2  - 36  +  64  +  4í^6í2  + 10  = 

4í(f4  +2f2  -l)-(f4  +2í2  +  9)  Vót2 +10 

^4f5  -2f4  +8f3  +32f2  -4f-30-(f4  +2í2  +  4f +  9)Vóf2 +10  =0 

«20í2-32f-12  +  (f4+2f2+4f  +  9)Ị4í-2-ự6í2+loj  =  0 

« 2(l0f2  -  16í - 6)  +  (í4  +  2 12  +4t  +  9)ịết-2-  Vót2  + 10 Ị  =  0 

<=>  2  Ị4í  -  2  -  Vóí^+ĩõ  j  Ị4í  -  2  +  sỊẽẽ+ĩữ  j  + 

(í4  +  2í2  +  4í  +  9)Ị4í  -  2  -  4ẽf  + 10  j  =  0 
«Ị4í-2-V6í2+lojỊ2Ị4í-2  +  V6í2+loj  +  í4+2í2+4í  +  9j  =  0 
<=>  ịểt  -  2  -  Vót2  + 10  ^Vót2  + 10  + 14  +  2t2  +  12f  +  5  j  =  0 
<=>  (4ự2x  - 1  -  2ự3x  + 1  -  2)Ị4ự3x  +ĩ  +  I2s[2x  - 1  +  4x2  +  4^  =  0 
«(2V2x-l-V3x  +  l-l)(3V2x-l+V3x  +  l  +  x2+l)  =  0 


Vì  3V2x-l+V3x  +  l  +  x2+l>0,Vx>ị. 

2 

Do  đó:  2\/2x-l  -\/3x  +  l  -1  =  0<=>2a/2x-1  =  V3x  +  1  +1 
^4(2x-l)  =  3x  +  l  +  l  +  2ự3x  +  1^8x-4  =  3x  +  2  +  2ự3x  +  l 

(5x-6)  =4(3x  +  l)  36  +  4V3Ĩ 

s  <=>  X  =  — — - 


<=>  5x  —  6  =  2s[òx  + 1  <=> 

Kêt  luận:  Phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  = 


x>! 
5 


25 

36  +  4V3Ĩ 

25 
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B.  ÉP  TÍCH  GIẢI  PHƯƠNG  TRÌNH  BẰNG  ẨN 
PHỤ  KHÔNG  HOÀN  TOÀN. 

I.  Đặt  vấn  đề: 

Đây  là  một  dạng  phương  pháp  giải  quyết  các  phương  trình  có  dạng 
aS  =  c  bằng  cách  nhóm  về  nhân  tử  mà  không  cần  quan  tâm  đến  nghiệm 
của  phương  trình.  Các  bươc  làm  như  sau: 

Bưởc  1:  đặt  t  =  4b  điều  kiện  t  >  0  . 

Xét  phương  trình  tổng  quát  có  dạng  at2  -At  +  C-aB  =  0 . 

Bưởc  2: 

•  Đối  vơi  phương  trình  vô  tỷ  một  biến  X  :  Gán  cho  X  =  100  khi  đó  ta 
được  phương  trình  bậc  hai  vơi  ẩn  là  t  và  tham  số  là  a  . 

•  Đối  vơi  phương  trình  vô  tỷ  hai  biến  x,y  :  Gán  cho  X  =  100,1/  =  ^ 

khi  đó  ta  được  phương  trình  bậc  hai  vơi  ẩn  là  t  và  tham  số  là  a  . 

Bưởc  3 : 

•  Tính  A  và  tìm  a  sao  cho  VÃ  =  /(aộ  là  số  hữu  tỷ  vka  ^  0 

•  Khi  tìm  Va  =  /(^)  chúng  ta  sử  dụng  TABLE  vơi  Start  =  -  9;  End  =  9; 

Step  =  1  tìm  giá  trị  a  ^  0  thỏa  mãn  điêu  kiện  trên. 

•  Ta  tìm  được  a  và  tính  được  Va  . 

Trong  phần  này,  chúng  ta  sẽ  chỉ  đề  cập  đến  việc  đặt  ân  phụ  không  hoàn 
toàn  giải  hệ  phương  trình,  kỹ  năng  đặt  ân  phụ  không  hoàn  toàn  giải  hệ 


phương  trình  sẽ  được  đề  cập 
II.  Bài  tập  áp  dụng: 

sau. 

Bài  1:  Giải  phương  trình  sau:  1 

y+i) 

N 

fx3+x-l=2x2+2x  +  3  (1) 

Phân  tích 


Đặt  +  x  —  l=  t  với  í  >  0  =>  f 2  =  X3  +  X  - 1  khi  đó  theo  phương  trình  tổng 

quát  ta  đi  tìm  a  vậy  phương  trình  đã  cho  có  dạng  như  sau  : 
at2  -(x2  +ljí +  2x2  +2x  +  3 -aịx3  +x-l)  =  0  (  2) . 

Gán  giá  trị  cho  X  =  100  khi  đó  phương  trình  (  2) 
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<=>  +  lOlt  +  223  — 1009 ŨC  —  0 . 

Tói  đây  ta  tiến  hành  giải  A  vói  tham  số  a  và  vói  ẩn  là  t . 

A  =  (l0l)2-4«(223-1009«)  ^TÃ  =  ^(l0l)2 -4«(223-1009«)  . 

Xét  hàm  số  /(«)  =  VÃ  =  ^(lOl)2  -4«(223-1009«) . 

Sử  dụng  chức  năng  TABLE  để  tìm  a  ^  0  và  a  nguyên  sao  cho  f(a  )=A 


có  giá  trị  hữu  tỷ: 

Xét  công  cụ  TABLE  (mode  7)  cho: 

F(X)  =  ^(lOl)2  -  4X(223  -  1009X) 

Vói  các  giá  trị: 

•  START  =  -9 . 

•  END  =  9. 

•  STEP  =  1. 

Khi  đó  ta  tìm  giá  trị  X  sao  cho  F(X)  nhận 
giá  trị  hữu  tỷ  và  đồng  thòi  X  là  giá  trị 
khác  0. 

Dựa  vào  bảng  giá  trị  TABLE  như  trên, 
ta  nhận  thấy  vói  X  =  - 1  thì: 

F(X)  =  123  =  100  +  20  +  3  =  X2  +  2x  +  3 
Vậy  nếu  lựa  chọn  a  =  1  thì: 

sfÃ  =  X2  +  2x  +  3 


X 

F(X) 

-9 

587.4904... 

-8 

525.0152... 

-7 

462.8271... 

-6 

401.0598... 

-5 

339.9426... 

-4 

279.9017... 

-3 

221.8129... 

-2 

167.7170... 

-1 

123 

0 

101 

1 

115.5205... 

2 

156.7194... 

3 

209.4015... 

4 

266.8501... 

5 

326.5593... 

6 

387.4854... 

7 

449.1336... 

8 

511.2426... 

9 

573.6627... 

Do  đó,  nếu  ta  lựa  chọn: 


a  =  -l 
/(«)  =  123 


^  =  123  =  x2+2x  +  3. 


Vậy  vói  cách  đặt  ẩn  phụ  là  t  và  a  =  —  1  ta  được  phưong  trình  có 
•TÃ  =  123  =  100  +  20  +  3  =  X2  +  2x  +  3  =ỉ>  À  =  (x2  +  2x  +  3)2 . 


Vậy  khi  đó  phưong  trình  đã  cho  có  dạng  như  sau: 
-f2-(x2+l)f  +  (2x2+2x  +  3)  +  (x3+x-l)  =  0. 
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<=>  -t2  -  (x2  + l)  t  +  (x 3  +  2x2  +  3x  +  2)  =  0 . 

^A  =  (x2+i)2-4(x3+2x2+3x  +  2)  =  (x2+2x  +  3)2^n/Ã  =  (x2+2x  +  3). 

Khi  đó,  bằng  công  thức  nghiệm  của  phương  trình  bậc  2,  ta  thu  được  hai 
nghiệm  sau  : 

X2 +1  +  X2 +2x  +  3  _  (x  +  x  +  2) 


-»• 


t 

t  = 


-2 

X2  + 1  -  X2  -  2x  -  3 


=  X  + 1 


Đến  đây  phương  trình  sẽ  được  viết  dưới  dạng  nhân  tử  như  sau  : 

'  x2+x  +  l' 


t  +  - 


<=> \x  +X  + 


(f-x-l)  =  0<»Ị2f +  x2  +  x  +  2)(í-x-l)  =  0 
2  +  2\/x3  +X-1  jỊx  +  l-  Vx3  +  X  —  1  j : 


/x3  +  X  - 1 1  =  0 

Bài  giải 


Điều  kiên  xác  định  Vx  G  R . 

(x2  +  l)Vx3+x-l  =  2x2  +  2x  +  3 


<=>  Ịx2  +  X  +  2  +  2 

í 


<^> 


Vì 


'  ,  1V 
X  +  -7 

V  4y 


<  ,  1^ 
x  +  4 

V  4, 


a/x3  +X-1  jỊx  +  l-  Vx3  +X-1  j  =  0 

\ 

+  -^  +  2\/x3  +  X  —  1  Ịx  +  1-a/x3  +x-lj  =  0 


+  —  +  2\/x'  +  X  —  1  > OVx eẵ  do  đó: 
4 


>/x3  +  x-l=x  +  l 


(ựx3+x-lj  =  (x  +  l)2  í(x3+x-l)  =  x2+2x  +  l 

X  +  1>0  Ịx+1>0 


o- 


-x2-x-2  =  0  ^  j(x-2)(x2  +  x  +  l)  =  0 


|x  +  l>0  [x  +  l>0 

Kct  luận:  Vậy  nghiệm  của  phương  trình  là  X  =  2 . 


•x  =  2 


Bài  2:  Giải  phương  trình  sau  :  (x  + 1)  V 6x2  -  6x  +  25  =  23x  - 13 


Phân  tích 
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Trong  bài  toán  này  ta  dùng  phưong  pháp  đặt  ẩn  phụ  không  hòan  toàn  . 
ĐặtVóx2  -6x  +  25  =  t  vói  t  >  0  khi  đó  ta  đi  tìm  a*  0  theo  phưong  trình 
tổng  quát  đã  cho  có  dạng  như  sau. 

«f2+(x  +  l)f-(23x-13)-«(6x2-6x  +  25)  =  0.  (2) 

Ta  gán  cho  giá  trị  của  X  =  100  khi  đó  phương  trình  (  2  )đã  cho  có  dạng. 
at 2  +101Í-  2287  -  59425«  =  0  =>  A  =  (101)2  +  4«  (2287  +  59425«) 

=>  VÃ  =  ẶĨÕĨf  +  4« (2287  +  59425«) . 

Xét  hàm  số  /(«)  =  VÃ  =  ^[ĨÕĨf  +  4«(2287  +  59425«)  . 

Sử  dụng  chức  năng  TABLE  trong  Casio  tìm  «  0  và  có  giá  trị  nguyên  Với 

Start  =  -9 ,  End  =  9,  Step  =  1  ta  có  : 

•n/Ã  =  507  =  500  +  7  =  5x  +  7=>A  =  (5x  +  7)2 

Khi  đó  phương  trình  đã  cho  có  dạng 
t2  +  (x  +  l)f-(23x-13)-(6x2  -6x  +  25)  =  0 . 

of 2  +(x  +  l)f-(6x2  +17x  +  12)  =  0. 

Tói  đây  chúng  ta  đi  giải  phương  trình  trên  theo  ẩn  t 
^A  =  (x  +  l)2+4(6x2+17x  +  12)  =  25x2+70x  +  49  =  (5x  +  7)2 
Nghiệm  của  phương  trình  là: 

r  -(„lH5,+7) 

o  ,  2 

-(x  +  l)-(5x  +  7)  ,  , 

t  =  — - - Z  =  -(3x  +  4) 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định  Vx  e  K . 

Ta  có:  (x  + 1)  ựóx2  -  6x  +  25  =  23x  - 13 

<i>Ị2x  +  3-ự6x2-6x  +  25ỊỊ3x  +  4  +  ự6x2-6x  +  25j  =  0 


Ịa  =  1 

{/(«)  =  507 
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Trường  hợp  1 :  -(3x  +  4)  =  n/óx2  -6x  +  25  « 


x<-- 


4 

x<“ 

3 

3x2  +  30x  -9  =  0 


[(3x  +  4)  =  6x2  -  6x  +  25 
<=>  X  =  -2 \Ịỹ  -  5  (Thỏa  mãn). 


Trường  hợp  2  :  x/óx2  -6x  +  25  =  2x  +  3 


<=>  a/óx2  —  6x  +  25  =  2x  +  3  <=> 


Ịự6x2-6x  +  25j2  =  (2x  +  3)2 


1 4x  +  12x  +  9  =  6x  -  6x  +  25 
2x  +  3  >  0 


2x  +  3>0 

2x2  -18x  +  16  =  0 


<=>^ 


X  >  — - 


X  =  1 

x  =  8 


Kêí  luận:  Tập  nghiệm  của  phương  trình  đã  cho  là  :  X  G  |l;8;-5 -2\/7 1 . 


Bài  3:  Giải  phương  trình  :  (x2  - 1 ) \Ịlx2  -x  +  15  =  X3  +  2x2  +  6x - 9 

Phân  tích 

Đặt  ự2x2-  x  +  15  =  t  vói  t  >  0  khi  đó  ta  đi  tìm  a  theo  phương  trình  tổng 
quát  đã  cho  như  sau  : 

at1  +  (x2  -l)t-(x3  +  2x2  +  6x-9)-<x(2x2  -x  +  15)  =  0.  (  2  ) 

Gán  giá  trị  cho  X  =  100  khi  đó  phương  trình  (  2  )  có  dạng  : 
at2  +  9999 t  - 1020591  -  19915a  =  0 . 

Núc  này  ta  coi  ẩn  là  t  và  a  tham  số,  tính  A  cho  phương  trình  trên 
A  =  (9999)2  +  4«  (1020591  + 19915«) 

=>  4Ã  =  Ặ9999)2  +  4« (1020591  + 19915«) , 

Xét  hàm  số  /(«)  =  \fÃ  =  Ậ 9999)2  +  4« (1020591  + 19915«) 

Dùng  chưc  năng  TABLE  trong  Casio  tìm  « 5*  0  và  là  số  nguyên  với 
Start  =  -  9,  End  =  9,  Step  =  1  ta  có  : 
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{,  \  __ ^^  =  10205  =  10000  +  200  +  5  =  X2 +  2x  +  5 
[/(«)  =  10205 


Phương  trình  đã  cho  có  dạng  : 
t2  +  (x2  -l)f-Ịx3  +  4x2  +5x  +  ó)  =  0 . 

A  =  (x2  - 1)  +  4(x3  +  4x2  +  5x  +  6)  =  (x2  +  2x  +  5)2  =>  4Ã  =  (x2  +  2x  +  5)  . 

-íx2  -l)  +  (x2  +2x  +  5Ì 

t  =  — - V- - -  =  x  +  3 

o  2 

-(x2 -l)-(x2 +2x  +  5Ì 
£  =  — - - -  =  -X2  -  X  -  2 

L  2 

Bài  giải 


Điều  kiện  xác  định  Vx  G  R . 

(x2  -l)^2x2  -  X  + 15  =  X3  +  2x2  +  6x - 9 

<^>  ịx  +  3  -  ^Ịĩx2  -x  +  15|Ịx2  +  x  +  2  +  ^2x2  — x  +  15j  =  0 


<=> 


Vì 


ịx  +  3-sỊĩx2  -  X  +  I5Ị 


'  ,  1^ 
X  +  -7 

V  4y 


+  ^  +  ^/2x2--x'-i-Ĩ5 
4 


=  0 


'  ,  1^ 
X  +  -7 

V  4, 


+  ^  +  %/2x2-x  +  15>0VxgM. 
4 


Do  đó  X  +  3  =  \/2x;’  -  x  +  15  . 


(x  +  3)2  =ựĩx2  -x  +  15 j  í. 
x  +  3>  0  c 


X2  +  6x  +  9  =  2x2  -  X  + 15 
X  >  -3 


Kêt  Luận:  Vậy  tập  nghiệm  của  phương  trình  là  X  e  {l;6| . 


<=> 


X  =  1 
X  =  6 


Bài  4:  Giải  phương  trình  :  (x2  +  8j\/2x2  -12x  +  14  =  X3  -  4x2  +  14x  -  29  . 

Phân  tích 

Đặt  \/2x2  -12x  +  14  =  t ,  t>0  =>t2  =  2x2  -  12x  + 14 khi  đó  theo  phương  trình 

tổng  quát  ta  đi  tìm  a  và  phương  trình  đã  cho  có  dạng  . 

at2  +  (x2  +  8)f  -  (x3  -  4x2  +  14x  -  29)  -  ư(2x2  -  12x  + 14)  =  0 .  (  2  ) 
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Gán  X  =  100  cho  phương  trình  ( 2 )  ta  có 
at2  +  10008Í  -  961371  - 18814«  =  0 

Tói  đây  ta  coi  t  là  ẩn  của  phương  trình  và  «  là  tham  số  tính 
A  =  (l0008)2  +4«  (961371 +  18814«) 

=>  VÃ  =  Ặmmf  +  4«  (961371  + 18814«) . 

Xét  hàm  số  /(«)  =  VÃ  =  ^(l0008)2  +4« (961371  + 18814«) . 

Dùng  chức  năng  TABLE  trong  Casio  ta  tim  «  sao  cho  «  +  0  và  là  một  số 
nguyên.  Với  Start  =  -9,  End  =  9,  Step  =  1  ta  thu  được 

Ị  7  \  „  _  =>  VÃ  =  10202  =  10000  +  200  +  2  =  (x2  +  2x  +  2) 

[/(«)  =  10202  1  ’ 

Phương  trình  đã  cho 

^  f2  +  (x2  +  8)f  - ( X 3  - 4x2  +  14x  - 29)  - (2x2  -  12x  + 14)  =  0 
ot2  +(x2  +8)í-(x3  -2x2  +2x-15)  =  0. 

A  =  (x2+8)2+4(x3-2x2+2x-15)  =  x4+4x3+8x2+8x  +  4  =  (xz+2x  +  2)2 
=>  VÃ  =  (x2  +  2x  +  2) . 

I  -(x2 +8)  +  (x2 +2x  +  2) 


—  yx  -r  o  yx  -I-  -I-  z. Ị 

t=  2 

— ị^x2  +  8  j  —  ịx2  +  2x  +  2j 

_t=  2 

Bài  giải 


=  x-3 


=  -X  -  X  -  5 


Điều  kiện  xác  định  Vx  G  R. 


Ta  có:  (x2  +  8)V2x2  -12x  +  14  =x3  -4x2  +14x-29 
•o(x-3  —  V2X2  -12x  +  14Ìíx2  +X  +  5  +  V2X2  -12x  + 14 ì  =  0 


lY  17 


«•  x-3-V2x2-12x  +  14  x  +  -  +  —  +  V2x2 -12x  +  14  =0 


4  4 


7  1  V  17  1 — - - 

Vì  x  +  4  +4-  +  V2x2-12x  +  14>0VxgR. 

I  4  4 
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Do  đó  X  -  3  =  ^/2x2  -12x  +  14 

fx-3>0  fx>3 


<=> 


<^>x  =  4 


(x-3)2  =2x2 -12x  +  14  |x2-6x  +  5  =  0 
Kết  luận  :  Vậy  nghiệm  của  phương  trình  đã  cho  X  =  4 . 


Bài  5:  Giải  phương  trình  :  (x2  +2x  +  7)ự2x2  -12X  +  11  =x3  -X2  +11X-21 


Phân  tích 

Đặt  %/2x2  -12x  +  ll  =  t ,  t  >  0 ,  t2  =  2x2  -  12x  +  11  theo  phương  trình  tổng 
quát  ta  đi  tìm  «  có  dạng  như  sau: 

«f2+(x2+2x  +  7)f-(x3-x2+llx-2l)-«(2x2-12x  +  ll)  =  0. 

Gán  giá  trị  cho  X  =  100  vào  phưong  trình  trên 
«•  at1  +  10207Í  -  991079  - 18811«  =  0 . 

A  =  (l0207)2  +4«  (991079 +  18811«) 

=>  4Ã  =  ^/(10207)2  +  4« (991079  + 18811«) . 


Xét  hàm  số  /(«)  =  •n/Ã  =  ^|(l020 7)2  +4«(991079  + 18811«) . 

Dùng  chức  năng  TABLE  trong  Casio  để  tìm  «  sao  cho  « 5*  0  và  là  một  số 
nguyên  với  Start  =  -  9,  End  =  9,  Step  =  1  thu  được  kêt  quả  như  sau. 

rT\  . =>VÃ  =  10403  =  10000  +  400  +  3  =  |x2+4x  +  3|. 

[/(«)  =  10403  I  I 

Khi  đó  phưong  trình  đã  cho: 

^f2+(x2+2x  +  7)f-(x3-x2+llx-2l)-(2x2-12x  +  ll)  =  0. 
^f2+(x2+2x  +  7)f-(x3-x2-x-10)  =  0.  (2) 

A  =  (x2+2x  +  7)2+4(x3-x2-x-10)  =  (x2+4x  +  3)2^n/Ã  =  |x2+4x  +  3|. 

— (x2  +  2x  +  7)  +  (x2  +  4x  +  3) 


<=> 


t  = 


t  = 


-A - - ỉ-  =  X-2 

2 

— ( X2  +  2x  +  7)  —  (x2  +  4x  +  3)  .  . 

-A. - -2-11 - Z  =  _(x2+3x+5) 
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Bài  giải 

Điêu  kiện  xác  định  Vx  G  R. 

Ta  có:  (x2  +2x  +  7)V2x2  -12x  +  ll  =x3  -X2  +11* -21 
•»Ịx2  +  3x  +  5  + V2x2  -12x  +  ll  j|x-2- V2x2  -12x  +  ll  j  =  0 

«•  x  +  l  +^  +  ự2x2-12x  +  ll  Ịx-2-V2x2-12x  +  llj  =  0 

7  ÍỸ  11  . — — - 

Vì  X  +  _  +  +  V2x2-12x  +  ll>0  VxeR. 

2j  4 

Do  đó  X  -  2  =  V2x2  -12x  +  ll 
íx-2  >  0 


íx  >  2 


|x2 -8x  +  7  =  0 


Ị(x-2)2=2x2-12x  +  11 

IL~“' 

Kết  luận  :  Vậy  nghiệm  của  phương  trình  đã  cho  X  =  7 . 


x>2 

X  =  1  <=>  X  =  7 
x  =  7 


Bài  6  :  Giải  phương  trình (x2  -  X  +  10)  VlOx2  -47x  +  53  =  3x3  -  llx2  +  42x  -  74 

Phân  tích 

Đặt  VlOx2  -47x  +  53  =  t,  t>0,t2  =10x2  -47x  +  53 .  Núc  này  ta  đi  tìm  « 
theo  phương  trình  tổng  quát. 

at2  +  (x2  -  X  + 10)  t  -  (3x3  -  llx2  +  42x  -  74)  -  « (lOx2  -  47x  +  53)  =  0  .  (  2) 

ta  gán  giá  trị  của  X  =  100  vào  phương  trình  (  2  ) 
at2  +  9910Í  -  2894126  -  95353«  =  0 
A  =  (9910)2  +  4«  (28941 26  +  95353«) 

=>  VÃ  =  ^(9910)2  +  4« (2894126  +  95353«) . 

Xét  hàm  số  /(«)  =  VÃ  =  Ậọọĩoỹ  +4« (2894126 +  95353«) . 

Dùng  chức  năng  TABLE  trong  Casio  để  tìm  a  sao  cho  a  ^  0  và  là  một  số 
nguyên  vói  Start  =  -  9,  End  =  9,  Step  =  1  thu  đuợc  kêt  quả  nhu  sau. 

\aj\  _ =>VÃ  =  /(a)  =  10496  =  10000  +  400  +  90  +  6  =  |x2  +  5x-4| 

(/(«)  =  10496  Jy  ’  1  1 
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Phương  trình  đã  cho 

^í2+(x2-x  +  lo)f-(3x3-4x2-5x-2l)  =  0. 

A  =  (x2  -x  +  lũ)2  +  4(3x3  -  4x2  -  5x  -  21 )  =  (x2  +  5x  -  ề)2 . 


Nghiệm  của  phương  trình 


-(x2  -x  +  lo)  +  (x2  +5x-4Ì 

t  =  — - -4-^ - -  =  3x  -  7 

2 

-(x2 -x  +  lo)-(x2 +5x-4) 

£  =  — - -2-1 - -  =  -X2  -  2x  -  7 

2 


Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định  Vx  e  R . 

Ta  có:  (x2  -x  +  10)Vl0x2  -47x  +  53  =3x3  -llx2  +42X-74 
«Ị3x-7-ựl0x2-47x  +  53jỊx2+2x  +  7  +  ựl0x2-47x  +  53j  =  0 
«Ị3x-7-n/10x2-47x  +  53ỊỊ(x  +  1)2+6  +  n/10x2-47x  +  53|  =  0 

Vì  (x  +  l)2+6  +  Vl0x2-47x  +  53>0VxeR. 

Do  đó:  3x-7  =  \ỊĨÕx2 -47x  +  53  . 


3x-7>0 

IN  1 
AI 
X 

<^>< 

,  ,2  <=>< 

3 

1 

[(3x-7)  =10x2  -47x  +  53 

X2  -  5x  +  4  =  0 

Kêt  luận  .'Vậy  X  =  4  là  nghiệm  của  phương  trình  đã  cho. 


Bài  7:  Giải  phương  trình  X2  +  2x  - 1  +  (x  - l)  \Jx  +  2  —  0  . 

Phân  tích : 

Đặt  *v/x  +  2  =  t ,  t>  0  khi  đó  t2  =  x  +  2  Núc  này  ta  đi  tìm  «  theo  phương 
trình  tổng  quát  at2  +  (x  - 1)  í  +  (x2  +  2x  - 1)  -  « (x  +  2)  =  0  .  (2) 

Gán  X  =  100  cho  phương  trình  ( 2  )  ta  có  at2  +  99 1  +  (10199  - 102«)  =  0 
A  =  (l0l)2-4«(l0199-102«)  =>yỊÃ  =  Ặ99)2  -  4« (10199  - 102«) 

Xét  hàm  số  /(«)  =  s/Ã  =  yị( 99 )2  -4« (10199 -102«)  . 
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Dùng  chức  năng  TABLE  trong  Casio  để  tìm  a  sao  cho  a  ^  0  và  là  một  số 
nguyên  vói  Start  =  -  9,  End  =  9,  Step  =  1  thu  được  kêt  quả  như  sau. 

rr:2  _=>/(a)  =  7Ã  =  305  =  300  +  5  =  |3x  +  5| 

Khi  đó  phương  trình  đã  cho  có  dạng 
-2t2  +  (x-l)f +  (x2  +2x-l)  +  2(x  +  2)  =  0 . 

^-2í2+(x-l)f  +  (x2+4x  +  3)  =  0. 

A  =  (x  - 1)2  +  8(x2  +  4x  +  3)  =  9x2  +  30x  +  25  =  (3x  +  5)2 

-(x-l)  +  (3x  +  5)  (2x  +  3) 

=  -4  -  = 

-(x-l)-(3x  +  5) 

-4 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định  X  >  -2 . 

Ta  có:  X2  +  2x-1  +  (x-1)a/x  +  2  =0 

^2x  +  3  +  2\l X  +  2  ÌỊx  + 1  —  \fx  +  2  Ị  =  0 

Trường  hợp  1:  X  + 1  =  7x  +  2 


•  =  X  + 1 


X  +  1>0 


X>-1 


|^(x  +  l)2=x  +  2  |x2+x-1  =  0 

Trường  hợp  2:  2x  +  3  =  -2%/x  +  2  <=> 


<=>x  = 


-1-75 


-2<x<-^ 

2 

(2x  +  3)2  =4(x  +  2) 


<=>  X  =  — 


2  +  73 


Kêt  luận  :  Nghiệm  của  phương  trình  đã  cho  là  X  =  _  ,  A'  = 


Bài  8  :  Giải  phương  trình  (x2  -  5x )  \Ỉ5x2  -3x  +  6  =  2x3  -  12x2  +  16x  - 15 


Phân  tích 
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Đặt  ^5x2  -3x  +  6  =  t,  t>0,  t 2  =  5x2  -  3x  +  6  núc  này  ta  đi  tìm  hệ  số  (2  theo 
phương  trình  tổng  quát . 

at2  +  (x2  -5x)í-(2x3  -12x2  +  16x-15)-«(5x2  -3x  +  ó)  =  0  . 

Gán  cho  giá  trị  của  X  =  100  khi  đó  phương  trình  tổng  quát  đã  cho 
at2  +  9500 1  - 1881585  -  49706«  =  0  . 

A  =  (9500)2  +  4«  (1881585  +  49706«) 

=>  VÃ  =  ^(9500) 2  +  4«  (1881585  +  49706«) 


Xét  hàm  số  f(a)  =  4Ã  =  ^(9500 )2  +  4« (1881585  +  49706«) 

Dùng  chức  năng  TABLE  trong  Casio  để  tìm  «  sao  cho  «  0  và  là  một  số 
nguyên  với  Start  =  -  9,  End  =  9,  Step  =  1  thu  được  kêt  quả  như  sau. 

ÍQ^  —  ^ 

"  «„„„=>  f(a)  =  JÃ  =  10706  =  10000  +  700  + 6  =  |x2+7x  +  6|. 

/(«)  =  10706  Jy  ’  I  I 

Phương  trình  đã  cho  ^3í2+(x2-5x)í-(2x3+3x2+7x  +  3)  =  0. 

A  =  (x2-5x)  +12(2x3 +  3x2 +7x  +  3)  =  (x2 +7x  +  ó)  =^>%/Ã  =  x2 +7x  +  6 

(x2  -  5x)  +  (x2  +  7x  +  6) 


t  = 


—  OỊ 

2 

-(x2  - 5x) - (x2  +  7x  +  6) 
2 


6x  +  3 

=  -X2  -  X  -  6 


Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định  Vx  e  R .  Ta  có: 

(x2  -  5x)  %/5x2  -3x  +  6  =  2x3  -  12x2  +  16x  - 15 

Ịóx  +  3  -  x/s.v2  -  3x  +  6  ỊỊx2  +  X  +  6  +  ^5x2  -  3x  +  6j  =  0 
Ịóx  +  3  -  n/5x2  -  3x  +  6  j 


1 

x  +  i- 
2 


2  A 

+  ^-  +  \Ỉ5x2  -3x  +  6 
4 


=  0 


Vì 


X  +  - 


+  ^  +  %/5x2-3x  +  6>0VxeR. 
4 
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Do  đó:  6x  +  3  =  V5x2  -3x  +  6  «• 


x> 


<=>X: 


-39  +  V1149 


Kết  luận  :  Vậy  nghiệm  của  phương  trình  X  = 


((6x  +  3j  =  5x2  - 3x  +  6 
-39  +  ựll49 


62 


62 


Bài  9  Giải  phương  trình  (x2  +  X  + 1 )  V 2x2  +  8x  -  3  =  X3  +  2x2  -  X  +  9 

Phân  tích 

Đặt  V2x2  +8x-3  =  f ,  t  >  0 ,  t 2  —  2x2  +  8x  -  3  tới  đây  ta  đi  tim  hệ  số  «  theo 
phương  trình  tổng  quát . 

at2  +  (x2  +  x  +  l)f-(x3  +2x2  -x  +  9)-«(2x2  +  8x-3)  =  0  .(  3  ) 

Gán  x  =  10  vào  phương  trình  ( 3  )  <^>at2  +  lllf-(ll99-277«)  =  0 

A  =  (lll)2  +  4« (1199  +  277«)  ^  VÃ  =  ^(lll)2 +4«  (1199  +  2 77«)  . 

Xét  hàm  số  /(«)  =  VÃ  =  ^(lll)2  +4«(ll99  +  277«) . 


Dùng  chức  năng  TABLE  trong  Casio  để  tìm  «  sao  cho  « +  0  và  là  một  số 
nguyên  với  Start  =  -  9,  End  =  9,  Step  =  1  thu  được  kêt  quả  như  sau. 

\  aj\  _^/(«)  =  VÃ  =  135  =  100  +  30  +  5  =  (x2+3x  +  5) 

(/(«)  =  135  Jy  ’  y  > 


Kkhi  đó  phương  trình  đã  cho  có  dạng: 
t 2  +(x2  +x  +  l)f-(x3  +4x2  +  7x  +  ó)  =  0 

A  =  (x2  +  X  + 1)2  +  4(x3  +  4x2  +  7x  +  6)  =  (x2  +  3x  +  5)2 . 

— (x2  +  X  + 1)  +  (x2  +  3x  +  5) 


•  VÃ  =  X2  +  3x  +  5  <=> 


t  = 


Điều  kiện  xác  định  Vx  e 


2 

-(x2  +  X  +  1) 

:( 

X  +  3x  +  5  j 

2 

Bài  giải 

<N 

4 

4 

u 

-4+V22 . 
/ 

=  x  +  2 

=  -X2  -  2x  -  3 


X 

+00 

) 
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Ta  có:  (x2  +  x  +  i)a/zx2  +  8x-3  =  x3  +  2x2 -x  +  9 

Ịx  +  2  —  a/2x2  +  8x  —  3  Ị  Ị  a  '  +  2x  +  3  +  '\/2x2  +  8x  —  3 1  =  0 
Ịx  +  2  —  ^2x  +8x  —  3||(x  +  l)  + 1  +  \Ịĩx  +  8x  —  3 1 =  0 

Vì  (x  + 1)2  + 1  +  ^2x2  +8x-3  >  OVx e 
Do  đó  X  +  2  =  \/2x2  +8x-3  <=> 


f  -4 -422 

00; 

u 

-4  +  V22  1 

- 1 - ;+oo 

2 

V  J 

L  2  ) 

x  +  2  >  0 

2 


(x  +  2)  =2x2+8x-3 


Ịx>-2 

I X2  +  4x  -  7  =  0 


X  >  -2 


-2  +  >/ĨT  <=>  X  =  -2  +  Vũ  (Thỏa  mãn  điều  kiện) 


x  =  -2-VĨĨ 

Kết  luận  :  Vậy  nghiệm  của  phương  trình  là  X  =  -2  +  \fĩĩ 


Bài  10:  Giải  phương  trình  (x2  - 5)V2x2  -x  +  11  =  X3  +  16x - 21 

Phân  tích 

Đặt  V2x2  —  X  + 11  =  t,  t  >  0 ,  t2  =  2xz  -  X  + 11  tới  đây  ta  đi  tim  hệ  số  «  theo 
phương  trình  tổng  quát. 

at2  +(x2  -5)f-(x3  +  16x-2l)-«(2x2  -x  +  ll)  =  0 . 

Gán  giá  trị  cho  X  =  100  vào  phương  trình  tổng  quát 
at2  +  999 5t  - 1001579  - 19911«  =  0 . 

A  =  (9995)2  +  4«  (1001579  + 19911«) 

=>  VÃ  =  ^|(9995)2  +4«(1001579  + 19911«) . 

Xét  hàm  số  /(«)  =  VÃ  =  ^(9995 )2  +  4«(l001579  + 19911«)  . 

Dùng  chức  năng  TABLE  trong  Casio  để  tìm  a  sao  cho  a  ^  0  và  là  một  số 
nguyên  vói  Start  =  -  9,  End  =  9,  Step  =  1  thu  đuợc  kêt  quả  nhu  sau. 
ị  ^ 

ị  ,  \  =>/(«)  =  VÃ  =  10613  =  10000  +  600  + 13  =  (x2  +  6x  + 13) 

1  f(«)  =  10613  Jy  ’  1  > 
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Phương  trình  đã  cho  3f 2  +  Ịx2  -  5)  t  -  Ịx3  +  6x2  +  13x  + 12)  =  0  . 

À  =  Ịx2-5)  4- 12 Ịx3  4- 6x2  4- 13x4- 12)  =  (x2  4-6x4-13)  =>  s[Ã  =  ịx2  4-6x4-13) 

— Ịx2  —  5)  +  Ịx2  +  6x  + 13) 

’ '\/Ã  —  ^x  4-  6x  4- 13) 


t  = 


-i - 2—1. - -  =  x4-3 

6 

-(x2  -  5)  -  (x2  +  6x  + 13)  _  _2x2  -  6x  -  8 
6  "  6 

Bài  giải 


Điều  kiện  xác  định  Vx  G  M . 

Ta  có:  (x2  - 5)^2x2  -X4-11  =  X3  4-  16x - 21 

<=>  Ịx  4-  3  - >/2x2  -X4-11  j|2x2  4-6x4-84- a/Ĩc2  -X4-11  j  =  0 
<=>Ịx4-3-V2x2  —  X  4- 11  j 


..  .  3 

X4-  ^ 

V  2y 


+  -  +  4ĩx2  —  X  4- 11 
2 


Vì  2 


..  .  3 

X  4-  _ 

V  2y 


4-  —  4-  *^2x2  -X4-11  >0  Vx  G  R . 
2 


I — — -  fx  +  3>0 

Do  đó:  x-i-3  =  V2x2 -X4-11  o  2  ,  <=> 

Ịjx4-3)  =2x2-x4-11 


7  +  V 37 
2 

7-4^7 


ỈCếỉ  /íiổn  :  nghiệm  của  phương  trình  X : 


[7->/37 .7  +  737" 


Bài  11:  Giải  phương  trình  sau: 

15x3  4-x2  -3x-i-2-(l5x2  4-x-5)Vx24-x-i-1  =  0 

Phân  tích 
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Đặt  \/.Y:’  +  X  +  1  =  í ,  t  >  0 ,  f 2  =  X2  +  X  + 1  tới  đây  ta  đi  tim  hệ  số  «  theo 
phương  trình  tổng  quát. 

oct  — (l5x  +  x —  5)í +  15x  +  x  — 3x  +  2  —  «(x  +  x  +  l)  =  0. 


Gán  giá  trị  cho  X  =  100  vào  phương  trình  tổng  quát 
at2  - 15009 5f  + 15009702  - 10101«  =  0  . 

A  =  (150095)2  -  4« (15009702  - 10101«) 

=>4Ã  =  ^(150095)2  -  4«  (15009702  - 10101«)  . 

Xét  hàm  số  f(a)  =  4Ã  =  Ặl5ÕÕ95f^ấa{Ĩ5ÕÕ97^ĨÕĨÕĨaĩ . 


Dùng  chức  năng  TABLE  trong  Casio  để  tìm  «  sao  cho  «  0  và  là  một  số 
nguyên  với  Start  =  -9,  End  =  9,  Step  =  1  thu  được  kêt  quả  như  sau. 

\arT\  _ ^  =>  /  («)  =  yfÃ  =  149695  =  140000  +  9600  +  95 

(/(«)  =  149695  Jy  ’ 

=> \[Ã  =  140000  + 10000 - 400  + 100 - 5  =  150000 -300-5  =  |l5x2  - 3x - 5| 

Phương  trình  đã  cho 

<=>  2 12  -  (l5x2  +  X  -  5)  t  +  15x3  -  X2  -  5x  =  0 . 

A  =  (l5x2  +  X  -  5)2  -  8 (l5x3  -  X2  -  5x)  =  (l5x2  -  3x  -  5)2  =>  sfÃ  =  |l5x2  -  3x  -  5| 
15x2 +x-5  +  (l5x2 -3x-5)  15x2-x-5 


<=ỉ> 


t  = - - ỉ- 

4 

15x2  +  X  -  5  -  (l5x2  -  3x  -  5) 
t=  4 

Bài  giải 


=  X 


Điều  kiện  xác  định  Vx  G  R. 


Ta  có:  15x3 +x2 -3x  +  2-|^15x2 =  0 
<^>Ịl5x2  -  x-5-2 ^Jx2  +  x  +  ljỊx-%/x2  +  x  +  lj  =  0  (*) 

Tiếp  tục  sử  dụng  kỹ  thuật  tách  nhân  tử  bằng  đặt  ẩn  phụ  không  hoàn  toàn  ta 
được: 

(*)  olịlx-yỊx2  +  X  +  1  |Ịi0x  +  2  +  5y/x2  +  X  +  1  ỊỊx-y/x2  +  x  +  lj  =  0 


217 


ÉP  TÍCH  BẰNG  ẨN  PHỤ  ™  ... ...  . . .  .u  _ 

,  ,  *•  ,  „  Tìm  tAi  liệu, Toán,?  Chuyện  nhỏ ^  www.toccnmath.com 

NHÓM  TÁC  GIẢ:  ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  HA  HỮU  HAI  -  TRAN  ĐÌNH  KHANH 


Trường  hợp  1:  2x  -  a/x2  +  X  +  1  =  0  <=>  I 


x>0  1  +  VĨ3 

”  2  „  ^X  =  —7 - 

3x2  -X-1  =  0  6 


Trường  hợp  2:  lOx  +  2  +  5y[ỹ  +  X  +  1  =  0  «  5\/x2  +  X  + 1  =  -lOx  -  2 

_  25(x2  +  X  + 1)  =  (lOx  +  2)2  í  75x2  +  15x  -  21  =  0 

10x  +  2<0  |l0x  +  2<0 

_1  _  ./29  _  _ , 

=^>  X  = - (Thỏa  mãn  điều  kiện). 

^  1-7 - —  íx>0 

Trường  hợp  3:  X  =  \Ịx  +  X  + 1 

[x  =  X  +  X  +  1 

T..  í..  .  A.  T  _  1_  •  ^ _  ?  _  1 _ _  I  _\  __  1  1  +  VĨ 


(vô  nghiệm) 


_ ,,,  1  +  VỈ3..„  -1  -429 

Kẽt  luận  :  Nghiệm  của  phương  trình  X  =  — g —  V  X  = ^ — 
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KIẾN  THỨC  Cơ  BẢN 


1.  Các  dạng  liên  hợp  cơ  bản. 

•  Căn  bậc  2:  VÃ-Vb  =  A-B- 

VÃ  +  Vb 

•  Căn  bậc  2:  A-Vb  =  A  -% 

A  +  Vẽ 

•  Căn  bậc  3:  VÃ - Vb  =  — —  - 

(VÃ)  +  VÃVb  +  (Vb) 

•  Căn  bậc  3:  VÃ  +  Vb  =  -  — g — — -——2 

(VÃ)  -VÃVb  +  (Vb) 


•  Căn  bậc  3:  A-Vb  = - *  t  —2 

a2  +  aVb+(Vb) 

•  Căn  bậc  3:  A  +  Vẽ  = - A3*B  — ^ 

a2-aVb+(Vb) 


•  Chú  ý  1 :  Liên  hợp  với  căn  bậc  3  mẫu  số  luôn 
là  một  đại  lượng  không  âm. 

•  Chú  ý  2:  Khi  có  nhân  tử  chung  trong  liên  hợp, 
phải  rút  nhân  tử  chung  ra  ngoài,  chẳng  hạn: 

x+4-2Vx+4  =  Vx  +  4ÍVx  +  4  -  2Ì  = 

y  '  Vx  +  4  +  2 

v  ’  Gẽ  +  ĩjx  + 1 

2.  Điều  kiện  xác  định  và  các  điều  kiện  khác. 

•  A  =  VẼ  =>  A  >  0,  B  >  0 

•  A  =  bVc  c  >  0,  AB  >  0 


A  +  B  —  c  +  D 


A  >  C,B  <  D 
A  <  c  B  >  D 


•  A  =  c  +  VÕ  =>  A  >  c,  D  >  0 
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Việc  biết  một  phương  trình  có  bao  nhiêu  nghiệm, 
nghiệm  đó  là  nghiệm  vô  tỷ  hay  hữu  tỷ  là  vô  cùng 
quan  trọng. 

Để  biết  rõ  hơn  ta  tham  khảo  một  phương  trình  như 
sau:  X4  -2x3  -  x  +  1  =  V4x2  -2x  +  1 . 


Sử  dụng  máy  tính  cầm 
tay,  truy  câp  vào  chức 
năng  TABLẺ  (MODE  7) 
và  nhập  hàm  số: 

F(x)  =  X4  -2X3  -  X  +  1 

0  Math 

f(X)=<Ì4X2-2X+ll 

— \/4X2  -2X  +  1 

Ấn  dấu  =  và  chon  giá  tri 
START  =  -2.  START  lẩ 
giá  trị  bắt  đầu,  thường 
được  đối  chiếu  từ  điều 
kiện  xác  định. 

IU  Math 

start? 

-2 

Ấn  dấu  =  và  chon  giá  tri 
END  =  3.  END  là  giá  trị 
kết  thúc,  thường  được 
đối  chiếu  từ  điều  kiện 
xác  định. 

0  Math 

End? 

3 

Ấn  dấu  =  và  chon  giá  tri 
STEP  =  0.5.  STEP  là 
bước  nhảy,  hay  còn  gọi 
là  khoảng  cách  giữa  các 
giá  trị  của  biến  số. 

IU  Math 

0.5 

Khi  đó  nhận  bảng  giá  trị 
của  hàm  số  ta  thấy  có 
một  nghiệm  hữu  tỷ  đó  là 

X  =  0. 

0  Math 

F  ■:  :> 

M  5  ũ.dBŨM 

5  ũ  d 

ẼHF  -Ũ.BBĨ 

0.5 
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Bên  cạnh  đó,  hàm  số 
còn  đổi  dấu  khi  đi  X  từ  2 
đến  2.5,  như  vậy  có  một 
nghiệm  vô  tỷ  nữa  trong 
khoảng  này  ngoài  X  =  0 

9 

lũ 

11 

H 

IU 

F  (Kì 

-M.BŨ5 

1.1999 

19.499 

Math 

3 

Nếu  khảo  sát  kỹ  hơn, 
chọn  START  =  -1,  END 
=  Ò,  STEP  =  0.1 ,  ta  nhận 
thấy  còn  có  nghiệm 
trong  (-0.5; -0.4) 

5 

Ẽ 

1 

K 

E 

-□.5 

-D.M 

■3.44 

II 

F(KJ 

□.9591 

n.ninu 

ETdE£ 

99351 

Math 

3  1  xin-- 

Vì  có  nghiệm  xe(2;2.5) 

SHIFT  CALC  X  =  2.2  ta 
được  nghiệm  vô  tỷ  đó  là 
X*  2.41 421 3562 

0  Math 

X4-2X3-X+1=J4X2I> 
X=  2.414213562 
L-R=  0 

Tuương  tự  SHIFT  CALC 
x  =  -0.45  ta  thu  được  1 
nghiệm  vô  tỷ  nữa  đó  là 
X*  -0.41 421 3562 

0  Math 

X4-2X3-X+l=Ì4X2t> 
x=  1 Ũ. 414213562 
L-R=  0 

Như  vậy  qua  Bảng  giá  trị  TABLE  ta  nhận  thấy: 


•  Phương  trình  có  3  nghiệm  phân  biệt  là  x  =  0, 
X*  2.41 421 3562  và  X  * -0.414213562. 

•  Việc  sử  dụng  START,  END,  STEP  như  thế 
nào  là  một  nghệ  thuật  và  người  sử  dụng 
TABLE  một  cách  uỵển  chuyển  sẽ  khám  phá 
ra  vô  vàn  những  điều  bí  ẩn  của  một  phương 
trình,  bất  phương  trình  vô  tỷ. 
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1.  NGHIỆM  ĐƠN 

Nghiệm  đơn  x  =  a  là  nghiệm  mà  tại  đó  phương 
trình  f(x)  =  0  được  phân  tích  thành  nhân  tử  có 

dạng  (x-a)g(x)  =  0. 


Trong  bảng  giá  trị 
TABLE,  nghiệm  đơn  là 
nghiệm  mà  đi  qua  trục 
hoành  hàm  số  có  sự 
đổi  dấu.  Trong  ảnh 
bên  là  nghiệm  đơn 

X  =  1 . 


K 

H 

FÍKJ 

E 

D.5 

- 1 ■  DME 

i 

0 

M 

l.inuĩ 

Math 


1.5 


2.  NGHIỆM  KÉP 

Nghiệm  kép  x  =  a  là  nghiệm 
trình  f(x)  =  0  được  phân  tích 

dạng  (x-a)2g(x)  =  0. 


mà  tại  đó  phương 
thành  nhân  tử  có 


Trong  bảng  giá  trị 
TABLE,  nghiệm  kép  là 
nghiệm  mà  đi  qua  trục 
hoành  hàm  số  quay 
trở  lại  dấu  ban  đầu. 
Trong  ảnh  bên  là 
nghiệm  kép  X  =  1  ■ 


K 

H 

F(KJ 

E 

D.5 

0.3351 

i 

0 

M 

0.3005 

Math 


1.5 


3.  NGHIỆM  BỘI  BA 

Nghiệm  bội  4  x  =  a  là  nghiệm 
trình  f(x)  =  0  được  phân  tích 

dạng  (x-a)3 g(x)  =  0. 

Ví  dụ:  X3  +  X  + 1  =  %/3x2  +  3x  +  1 


mà  tại  đó  phương 
thành  nhân  tử  có 


Sử  dụng  TABLE  với 
F(x)  =  X3  +  X  +  1 

->/3X2  +3X  +  1  ta  thấy 
nghiệm  đơn  X  =  0 


1 

Msth 

F(KJ 

E 

-0.5 

-Ô.E5M 

i 

M 

0 

0. IM3Ĩ 

0.5 
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Thật  ra  nghiệm  bội  3  ban  đầu  rất  gần  giống 
nghiệm  đơn,  tuy  nhiên  điểm  khác  nhau  lớn  nhất 
giữa  hai  nghiệm  này  nằm  ở  chỗ  nghiệm  bội  3  là 
nghiệm  kép  của  phương  trình  f'(x)  =  0. 


Sử  dụng  TABLE  với 
F(X)  =  3X2+1 

2X  +  1 

|^3X2  +3X  +  1  j2 
ta  cố  nghiệm  kép  X  =  0 


H  Math 

K_  _ 

-0.5 

0.5 


F(KJ 

1.15 

_  ___p 

D.B3BM 


Đây  chính  là  sự  khác  bệt  giữa  nghiệm  đơn  và 
nghiệm  bội  3. 

Thực  chất  cách  kiểm  tra  trên  không  hoàn  toàn 
khẳng  định  100%  là  nghiệm  bội  3,  vì  các  nghiệm 
bội  5,  bội  7  đều  có  cùng  tính  chất  như  trên,  tuy 
nhiên  với  chương  trình  phổ  thông  hiện  nay  thì 
các  nghiệm  bội  5  và  7  tác  giả  sẽ  tạm  thời  thừa 
nhận  là  không  tồn  tại. 

Chu  ý:  Việc  sử  dụng  START,  END,  STEP  là  vô 
cùng  quan  trọng  bởi  học  sinh  rất  dễ  nhầm  và  rất 
dễ  mắc  sai  lầm  trong  việc  đánh  giá  nghiệm  có 
bản  chất  là  đơn  hay  bội,  và  bội  là  bội  kép  hay  bội 
3.  Chính  vì  vậy,  dù  máy  tính  đã  hỗ  trợ  trong  việc 
định  hướng  phương  trình  nhưng  tư  duy  của  con 
người  vẫn  là  yếu  tố  hàng  đầu  để  đưa  ra  một 
quyết  định  đúng  đắn  nhất. 
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1.  NGHIỆM  ĐƠN  VÔ  TỶ 

Nghiệm  đơn  vô  tỷ  X  =  a  là  một  nghiệm  vô  tỷ  của 
một  đa  thức  p(x)  (thông  thường  ở  dạng  bâc  2) 

và  một  phương  trình  f(x)  =  0  có  thể  được  phân 
tích  nhân  tử  dưới  dạng  p(x)g(x)  =  0 . 


Ví  dụ  xét  phương  trình:  X2  - 1  - ựx  + 1  =  0 


Sử  dụng  TABLE  với 

F(x)  =  X2  -1  -  Vx  +  1 

ta  thấy  phương  trình 
có  nghiệm  nằm  trong 
khoảng  (1.5;2) 

0  Math 

F<HJ 

5  1  - 1  .MÌ  M 

i _ Lii  -0.331 

ĩ  MR  I.ẼẼnã 

2 

Để  tìm  được  chính  xác 
nghiệm  này,  ta  SHIFT 
CALC  với  X  =  1 .6  là 
một  giá  trị  bất  kỳ  trong 
khoảng  (1.5;2)  và  thu 

được  X  « 1 .61 803398 

0  Math 

x=  L 610033989 
L-R=  0 

Thông  thường  đối  với 
nghiệm  vô  tỷ  ta  muốn 
tìm  liên  hợp  thì  thay 
vào  căn  thức  được: 

V>TỮU  1.618033989 
Như  vậy  ta  đánh  giá: 

X  «  Vx  +  1  và  liên  hợp 

sẽ  là  ịx  -  \lx  +  1 J 

1  Math  i 

1.G18033989 

s  Math  ả 

X 

1. GI 8033989 

2.  NGHIỆM  KÉP  VỔ  TY 

Nghiệm  kép  vô  tỷ  X  =  a 

r 

là  một  nghiệm  vô  tỷ  của 

một  đa  thức  p(x)  (thông  thường  ở  dạng  bâc  2) 
và  một  phương  trình  f(x)  =  0  có  thể  được  phân 


tích  nhân  tử  dưới  dạng[p(x)]2g(x)  =  0. 
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Ví  dụ  xét  phương  trình: 

X2  +  3x  +  2  =  Xa/x  + 1  +  (x  +  1)V3x  +  2 


H 

Math 

K 

F(KJ 

1 

1.5 

Ọ, LỊ3E 

iTmt* 

Ẽ 

Ũ.D5DB 

4.51 7362SS3xm"3 

Sử  dụng  TABLE  với 

F(x)  =  X2  +  3x  -  Xa/x  +  1 

-(x  +  1)ự3x  +  2  +  2 


Ta  thây  phương  trình  không  có  một  giá  trị  nào 
đổi  dấu  (ta  có  cảm  giác  gần  như  vô  nghiệm). 
Nhưng  thực  ra  không  hẳn  vậy,  bởi  nếu  như  là 
một  nghiệm  vô  tỷ  và  hàm  số  tiếp  xúc  với  trục 
hoành  (nghiệm  kép)  thì  TABLE  không  thể  thể 
hiện  được  nghiệm,  và  thay  vào  đó  ta  nhận  thấy 
điểm  thấp  nhất  trong  bảng  giá  trị  đó  là  X  =  1 .5  , 
tại  đây  ta  dự  đoán:  Phương  trình  có  nghiệm  kép 
vố  tỷ  với  giá  trị  rắt  gằn  với  X  =  1 .5  ■ 


SHIFT  CALC  với  giá  trị 
x  =  1.5  ta  có  nghiệm: 

X  «1.618033961 

X2  +3X+2=XJ  x+ 1  ™  I> 
X=  1.610033961 
L-R=  0 

1 

< 

\ 

< 

rhay  vào  các  căn  thức 
VxTĨ*  1.61 803398 

ự3x +  2  «2.61893397 
/ậy  đánh  giá: 

Vx  +  1  «  X 
ự3x  +  2  «  x  +  1 

a  MathT 

1.G1803398 

s  Math  ả 

V35F2 

2.G18033973 

Vậy  các  liên  hợp  cần  tạo  ra  là: 

(x - Vx  +  1 Ị  ,(x  +  1-ự3x  +  2j 
Chủ  ý:  Vì  là  nghiệm  kép  nên  liên  hợp  phải  có 


chứa  bình  phương. 
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CHỦ  ĐỀ  1:  NHÂN  LIÊN  HỢP 
NGHIỆM  HỮU  TỶ  ĐƠN 

Bài  1:  G  iải  phương  trình: 

ựx-9  +  2x2  +  3x  =  V5x-1  + 1  (*) 

(Trích  đề  thi  HSG  Thành  p/?ổ  Hà  Nội  2013} _ 

Phân  tích: 

Xét  F(x)  =  ựx-9  +  2x2  +  3x - >/5x  -1  - 1 


Sử  dụng  TABLE  với  hàm 

II 

Math 

số  F(x)  trên  ta  thấy 

1 

□ 

1 

FÍKJ 

-S.SE5 

n 

phương  trình  có  duy 
nhất  nghiệm  đơn  X  =  1 . 

c 

i 

1.5 

3.M33 

0.5 

Vậy 


^9  +  2 

_  là  liên  hợp  cân  tìm 

ựõx-1-2 


ựx- 9=-2_ 

V5X-1  =2  ~ 

Bài  giải:  Điều  kiện:  X  >  ì .  Ta  có: 

n^(^/x-9+2)-(V5x-1-2)  +  2x2+3x-5  =  0 

X— *  -  /^X~^-  +  (x-1)(2x  +  5)  =  0 
a  ^5x^  +  2  v  A  ’ 

(Với a  =  >/x-92  - 2%/x-9  +  4  =  Ịn/x-9  - 1  j  +3  >  0) 
<=> (x  —  1)  - — ■_  =  -  +  2X  +  5  =0  (**) 

v  7  La  V5x^ĩ  +  2  J 

Tại  đây  để  chứng  minh  vô  nghiệm,  ta  cần  tìm  ra  1 

5 


giá  trị  b  sao  cho 


>  0  .  Tất  nhiên, 


V  V5x  -1+2  J 

bạn  nào  học  tốt  có  thể  sẽ  nhìn  thấy  luôn  giá  trị  cần 

5 

tìm  chính  là  b  =  ^,  tuy  nhiên  trong  bài  viêt  này,  tác 

giả  sẽ  hướng  dẫn  học  sinh  một  cách  tổng  quát  về 
cách  tìm  giá  trị  b. 

Trước  hết  là  nguyên  tắc  vàng  cho  việc  lựa  chọn 
biểu  thức  quy  đòng  như  sau: 
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•  Nếu  có  ,  ta  tìm  Max 
B 


nhóm  thành  biểu  thức: 

A 

•  Nêu  có  — ta  tìm  Min 
B 


í-ì 

u  j 


=  a  ,  sau  đó 


a-  „ 

V  B  J 

(k\ 


thành  biểu  thức: 


vB  , 
\ 


=  a,  sau  đó  nhóm 


— -a 

B 


VD  J 

Như  vậy  trong  bài  toán  trên,  mấu  chốt  của  vấn 
'  T  K  T 

đề  là  tìm  được  Max 


ự5x-1+2. 


Sử  dụng  TABLE  với 

F(x)=  ,  ^ 

v  '  V5X-1+2 

START  =  0.2,  END 
STEP  =  0.2. 


=  3, 


Math 


F  (Kì 

2.5 

D.M 

I.EẼẼẼ 

Ẽ 

i.MẼŨŨ 

0.2 


Ta  thấy  giá  trị  cao  nhất  của  F(x)  chính  là  2.5  =  T 


í  5  5 

Như  vậy  ta  cần  nhóm  biểu  thức:  _ — 7=  — - 

v2  V5X-1+2 


Quay  trở  lại  bài  toán,  ta  có: 

'l  Í5  5 


(**)<=>  (x-1) 


— + 


2  Võx-1+2 


+  2x  +  Ễ 
2 


=  0 


^(x-1) 


1  ,  5y/5x-1  -5 

a  2[ự5x-1+2j  2 


=  0 


,  ì.  .  I  ,  5^5x  -1  ,  -  5  AWw  ^  1 

Chú  ý  rang:  3  +  2x  +  ^  >  OVx  >  - 

2  5 


1  5y5x  -1 
a  2(ự5x-1+2) 


Vậy  X  =  1  là  nghiệm  duy  nhât  của  phương  trình. 
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Bài  2:  Giải  phương  trình: 

5x3  -  22x2  +  22x  -  6  +  V4x  -  3  =  0  D 

Phân  tích: 


Xét  F (x)  =  5x3  -  22x2  +  22x  -  6  +  V4x-3 


,  3 

Bài  giải:  Điều  kiện:  X  >  ^ .  Ta  có: 


(*)<^>(x2  -4x  +  3)(5x-2)-(x- V4x-3j  =  0 


X2  -4x  +  3 


<^(x2-4x  +  3)(5x-2)-- — ■  _  =0 

v  ’  x  +  ự4x-3 

<»(x2  -4x  +  3)ị5x-2 - tỊ  _  1  =  0  (**) 

v  \  x  +  4Ịx^3) 


Sử  dụng  TABLE  với 

F(x)-  1 - 

x  +  a/4x-3 

START  =  0.75,  END  =  5, 
STEP  =  0.25. 

1 

2 

3 

K 

0.15 

ĩ 

1.25 

IU 

F  t :■ 

0.5 

□.3155 

Math 

4j3 

. . ,  ,  1  .  A 

Giá  trị  lớn  nhất  của - ■  là  Ị.  Do  đó: 

x  + %/4x-3  3 


PHƯƠNG  PHÁP  NHÂN  LIÊN  Hộp  GIẢI  PHƯƠNG  TRÌNH, 
BẤT  PHƯƠNG  TRÌNH  VÔ  TỶ  -  ĐOẢN  TRÍ  DŨNG 


TRANG  11 


Tìm  tài  liệu  Toán  ?  Chuyện  nhỏ  -  www.toanmath.com 


Sách  giáo  dục  trực  tuyến  được  tin  cậy 
nhất 


(**)<=>  (x2  -4x  +  3) 


í 


5x-^  + 
3 


í 


Hotline:  0976266202 
=  0 


4  1 

3  x  + V4x-3 


(x2  -4x  +  3) 


=  0 


Vì  5 


X  — — 


í  27  4x-3  +  4y4x-c 
^  l  3j  3(x  +  ự4x-3) 

4x  -  3  +  4V4X-3  K  3  , 

— 7 —  7  > OVx  >7  do  đó  ta 

3(x  +  V4x-3j  4 


có  X  =  1,x  =  3  là  hai  nghiệm  duy  nhất. 


BÀI  TẠP  Tự  LUYỆN 

Bài  1 :  Vx2  +  x-2  +  X2  >  ^2(x -1)  + 1 
Đáp  số:  X  >  1 

Bài  2:  %/2x2  -x  +  3  -  V21X-17  >  X - X2 


Đáp  số:  X  e 


17 

21 


;1 


u 


[2;+oo) 


Bài  3:  Vx4-x2  +  4  +  Vx4+20x2+4  =  7x 
Đáp  số:  X  =  1,x  =  2 

Bài  4:  5x3  - 30x2  +  54x  - 30  +  ự5x-6  =  0 
Đáp  số:  X  =  2,x  =  3 

Bài  5:  6x3-19x2  +  14x-1  +  2ự3x-2-V5x-1  =0 
Đáp  số:  X  =  1,x  =  2 

Bài  6:  3x2  + 1 0x  +  ự3x  +  3  =  X3  +  26  +  s!b  -  2x 
Đáp  số:  X  =  2 

Bài  7:  Vx2+15  =  3x  -  2  +  ựx2+8 
Đáp  số:  X  =  1 

Bài  8:  n/x-2  +  ự4-x  +  V2x-5  =  2x2  - 5x 
Đáp  số:  X  =  3 

Bài  9:  2^x  +  3  +2(x-1)Vx  +  7  =  4x2  +13x  -13 
Đáp  số:  X  =  -3,  X  =  1 

Bài  10:  (x2  +  x)V4x  -3  -  V6x  -2  -16x  +  16  =  0 
Đáp  số: 
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CHỦ  ĐÊ  2:  NHÂN  LIÊN  HỢP 
NGHIỆM  VÔ  TỶ  ĐƠN 


Bài  1 :  G  iải  phương  trình: 

X2  +  4x  +  3  =  (x  +  1)^8x  +  5  +  V6x  +  2  (*) 

Phân  tích: 


Xét  F(x)  =  X2  +4x  +  3-(x  +  1)^8x  +  5  -  a/6x  +  2 


Sử  dụng  TABLE  với  hàm 
số  F(x)  trên  ta  thấy  có 

nghiệm  trong  (4;4.5). 

I  Math 

!■!  F  ■:  :■ 

3  M  -b.513 

ũ  U.5  D.ẼũnẼ 

2. 0333 

5 

SHIFT  CALC  X  =  4.3  ta 
có  X*  4.236067977. 

IU  Math 

X2+4X+3=(X+1)Í8Ĩ> 
X=  4.236067977 
L-R=  0 

1 

< 

[ 

< 

'hay  vào  căn: 

V8X  +  5  *  6.236067977 

Vẽx  +  2  «  5.236067977 
)o  đó  đánh  giá: 

V8x  +  5  «  X  +  2 

V6x  +  2  *  X  + 1 

IU  Math  ả 

J8XT5 

G.2360G7977 

0  Math  ả 

Mĩĩ 

5.23GŨG7977 

Bài  giải:  Điều  kiện:  X  >  ~ .  Ta  có: 

3 


(*)  <=>  (x  +  1)Ịx  +  2  -  Vẽx  +  5 )  +  Ịx  + 1  -  V6x  +  2  )  =  0 


/  .  \  X2  -4x  -1  X2  -4x-1 

(x  +  1) — - "  + — -  =  0 


x  +  2  +  %/8x  +  5  X  + 1  +  4õx  +  2 

^(x  4x  1)(x  +  2  +  ự8x  +  5  +  x  +  1  +  ự6x  +  2 

wì  1  x  +  1  1 

Vì  X  >  -  5  nên -  ,  -  + - - — ■ 

3  X  +  2  +  "V  8x  +  5  X  + 1  +  \/6x  +  2 

Vậy  x2-4x-1  =  0=>x  =  2±m/5. 


\ 

=  0 

/ 

>0 
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Bài  2:  Giải  bất  phương  trìr 

X3  +  X  +  1  +  xỊv 

ih: 

£+1) 

3 

<0  H 

X  +  Vx2  +  X  +  1 

—  u  V  ì 

Phân  tích: 


Xét  F(x)  =  X3  +  X  + 1  +  X  (%/x  +  l) 


Sử  dụng  TABLE  với  hàm 
số  F(x)  trên  ta  thấy  có 

nghiệm  trong  (— 1;— 0.5) . 


II 

Math 

1 

FÍK> 

-1 

ã 

-□.5 

□.  1 3BÊ 

3 

□ 

ĩ 

-1 


Math  ả 

o 


SHIFT  CALC  X  =  -0.7  ta 
có  X* -0.61 8033988. 


X  -  +  X +1 + X  c  -/xĩrj 
x=  -0.618033988 
L-R=  0 


Thay  vào  căn: 

V>G+Ĩ«  0.61 80339887 
Do  đó  đánh  giá: 

Vx  +  1  »  -X 


Math  ả 


0. GI 80339807 


,  ,  ..  [x  >-1 

Bài  giải:  Điều  kiên:  I  r_ -  = 

[vx2  +  X  +  1  *  -X 

Với:  X  >  -1  =>  X  +  Vx2  +  X  + 1  >  X  +  ^/x2" 
X  +  Vx2  +  X  +  1  >x  +  |x|>x-x>0. 

Do  đó:  X  +  Vx2  +  X  +  1  >  OVx  >  -1 . 

X3  +  x  +  1  +  x(Vx  +  l)  <0 
Tacó:()<=>^  V  ' 

X  >  -1 

X3  +  X  +  1  +  (x2  +  xWx  +  1  <  0 

<=>  \  v  ’ 

X  >  -1 


X  >  -1 . 


(x2  +  x)Ịx  +  Vx  +  lj-(x2  -(x  +  1))  <  0 

X  >  -1 
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(x2  +  x)Ịx  +  7x  +  l)-(x  +  7x  +  l)(x-7x  +  l)<0 

X  >  -1 

V 


< 


Ịx  +  7x  +  l)(x2  +  7x  +  l)  <  0 

X  >  -1 


<=>  < 


7x  + 1  <  -X  _  [x2  -  X  -1  >  0 
<=>  <' 

X  >  -1  0  >  X  >  -1 


X  e 


-1; 


1-75 


Bài  3:  G  iải  phương  trình: 

(l  +  7l  +  x)|72x2  -2x  +  1  +  x-lj  =  x7x  (*) 

Bài  giải:  Điều  kiện:  X  >  0 .  Ta  có: 

(*) <=>  (l  +  7l  +  x)(72x2  -2x  +  1  +  X  - 1  j 

=  (ì  +  71  +  X  ỊỊ7i  +  X -i)7x 

Vì  1  +  7x  +  1  >0  do  đó  ta  có: 

72x2  -  2x  +  1  +X-1  =  (Vi  +  X -l)7x 

<=>  72x2  -  2x  + 1  -  7x2  +  X  +  X  - 1  +  7x  =  0 

Phân  tích: 


Xét  F(x)  =  72x2  -2x  +  1  -7x2  +  X  +  x-1  +  7x 


Sử  dụng  TABLE  với  hàm 
số  F(x)  trên  ta  thấy 

phương  trình  chỉ  có 
nghiệm  x  =  0.  Tuy  nhiên 
đánh  giá  như  vậy  là 
hoàn  toàn  sai  lầm  bởi 
nếu  khảo  sát  kỹ  hơn  ta 
sẽ  nhận  thấy  ngoài 
nghiệm  X  =  0 ,  còn  có  1 
nghiệm  nữa  nằm  trong 
(0.3;  0.4). 

1 

ã 

i 

ĩ 

II 

FÍKJ 

ũ 

DMH  ĩ 
5B5Ĩ 

Math 

0 

1 

ĩ 

i 

□.É 

0 

F  ■:  :> 

ũ 

-9-mi 
-ũ. dĩa 

Math 

0 

M 

5 

Ẽ 

K 

□.3 

□.Ũ 

□.5 

5.23- 

IU 

F  (Kì 

-□■□15 

mfJrt 
□. □ ỤB 1 

13097 

Math 

72xm-3 
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SHIFT  CALC  X  =  0.35  ta 
có  X*  0.381 96601 13. 

0  Math 

Ầ2X2-2X+ì-ÌX2+» 
x=  0.381966011 
L-R=  0 

Thay  vào  căn: 

7x  «0.6180339 

0  Math  ả 

Jx 

0.6180339887 

<  72x2-2x  +  1  *  0.72654 
7x2  +  x  *  0.72654 

Do  đó  đánh  giá: 

7x  «1-x 

72x2-2x  +  1  *7x2  +  x 

IU  Math  ả 

J2X2-2X+1 

0.728542528 

0  Math  ả 

Jx2+x 

0.726542528 

Quay  trả  lai  bài  toán: 

72x2  -  2x  +  1  -  7x2  +  X  +  X  - 1  +  7x  =0 


<=> 


<=> 


X2  -3x  +  1 


72x2  -2x  +  1  +  7x2  +  X 
Ịx  -1  +  7x  jỊx  -1  -7x  j 


72x2  -  2x  + 1  +  7x2  +  X 


+  X  —  1  +  \Ịx  —  0 
+  X  -1  +  7x  =  0 


-1- n/x 


+  1 


=  0 


<=>(x-1  + Vx)  í— - - -  J— - 

v  ^  V2x2  -  2x  + 1  +  7x2  +  X  J 

Ịx  - 1  +  7x  jỊx - 1  -  Vx  +  V2x2  - 2x  + 1  +  7x2  +  xj  =  0 

Trường  hợp  1 : 


— 1  +  V5T  —  0 


0  <  X  <  1 

(1-x)a=x 


X  = 


3-75 


Trường  hợp  2: 

X  - 1  -  7x  +  72x2  -2x  +  1  +  7x2  +  X  =  0 

72x2  -2x  +  1  -  7x2  +  X  +  X  - 1  +  7x  =  0 
Cộng  hai  vế  của  hai  phương  trình  trên  ta  được: 
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X2  =0 

0  <  X  <  1 


X  =  0 


2ự2x2-2x  +  1+2x-2  =  0^ự2x2-2x  +  1  =1- 
2x2  -2x  +  1  =  (1-xj 

0  <  X  <  1 

BÀI  TẬP  Tự  LUYỆN 

Bài  1 :  2x  +  74x2  -5x  +  2  =  78x  -1  +  73x  +  1 

n,  X.  2  +  73 

Đáp  sô:  X  =  — -y— 

Bài  2:  ự5x2-5x  +  3-V7x-2  +  4x2-6x  +  1  =  0 

< _ 7±\fỸ7 

Đáp  sô:  X  =  — — 

8 

Bài  3:  1 5x2  =  X  +  27x2  +  X  +  1  +  5 

X _ 1  +  7Ĩ3  -1-729 

Đáp  sô:  X  =  — — : — ,x  = - -7 — 

6  _  10 

Bài  4:  X2  -  X  -  2  =  73  -  X  +  7x 

J-V ,  X  3  +  75 
Đáp  sô:  X  =  — 

Bài  5:  (6x2  + 1 2x  -  6)  72x-1  =  X3  +  22x2  - 1 1x 

Đáp  số:  X  =  4  ±  273,  X  =  9  ±  672,  X  =  1 

Bài  6:  3x2  =7x3 +  4x  +  2 

n,  X  1±7Ĩ3 
Đáp  sô:  X  = 


X 


6 


Bài  7:  2x2  +  X  + 1  +  3x7 X  +1  =  0 
n,  ,  1-75  1  - \f\7 

Đáp  sô:  X  =  ,  X  =  - — f — 

2  8 

Bài  8:  72 +  x  +  72 -X  +  74 -X2  =  2x2  +  2x  -  2 

,  77 

Đáp  sô:  X  =  -2,  X  = 

Bài  9:  2x2  +  5x  +  (x2  +  2)  7x  +  2  =  0 

Đáp  số:  X  =  —1,  X  =  — — ,  X  =  2  -  2 73 
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CHỦ  ĐỀ  3:  NHẬN  LIÊN  HỢP 
_ NGHIỆM  KÉP  HỮU  TỶ' _ 

Bài  1 :  Giải  phương  trình: 

X2  -  X  +  2  -  2>/x  =  0  n 


Phân  tích: 

Xét  F (x)  =  X2  -  X  +  2  -  2a/x 


Sử  dụng  TABLE  với  hàm 
số  F(x)  trên  ta  thấy  có 
nghiệm  kép  X  =  1. 

IU  Math 

8  F «: :: :« 

a  5  [1.3351 

3  1  d 

D.3ŨŨ5 

1.5 

TÌM  LIÊ 

Đặt  ax  +  b  =  Vx  ,  ta 

Ịax  +  b  =  -s/x 

hắ(^) 

Liên  hợp  cần  tìm:  1 

:n  hợp  1 

L  CÓ: 

)x-1 

— \ 

X=1 

X  +  1  -  2 

NGHIỆM  KÉP 

a+b=1  a =  i 

1  ^>1  2 

a2  b  =  I 

L  l  2 

ylĩ) 

Bài  giải:  Điều  kiện:  X  >  0 .  Ta  có: 

(*) (x2  - 2x  + 1)  +  (x  + 1  - 2Vx  j  =  0 


<=> 


<=> 


/  .2  (x  +  1)2-4x 

( X  —  1 )  J-—. p-  =  0 

X  +  1  +  2vx 

(*Ư2[l  +  — 


(x-1)  1  +  ———!=  =0 

J  V  X  + 1  +  2Vx 

1 

X  + 1  +  2\fx 


Vì  X  >  0  do  đó  1  + 


>  0^>  X  =  1 


Bài  2:  Giải  phương  trình: 

_ 2x  +  1  =  2^  +  ự2x-1  (*) 


Phân  tích: 

Xét  F(x)  =  2x  +  1  -  2n/x  -  >/2x  -1 
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Sử  dụng  TABLE  với  hàm 
số  F(x)  trên  ta  thấy  có 
nghiệm  kép  X  =  1 . 


II 

Math 

1 

FÍK> 

□.5551 

ã 

1 

ri 

3 

1.5 

□.  1555 

0.5 


TIM  LIEN  HỢP  NGHIỆM  KEP 

Đặt  ax  +  b  =  >/x  ,  ta  có: 

Ịax  +  b  =  Vx) 


X  =  1 


a  +  b  =  1 

1 


a  = 


dxV  'x  =  1 

Liên  hợp  cần  tìm:  Ịx  + 1  - 2Vxj 

Đặt  ax  +  b  =  %/2x-1 ,  ta  có: 

(ax  +  b  =  V2x  -l) 

'  'x  =  1 

a  =  -^-(>/2x  -l) 

dx '  /  X  =  1 

Liên  hợp  cần  tìm:  ịx-  ự2x  -1  j 

,  ,  .  , .  _.x  _  ___  1 


a  = 


b  = 


2 

1 


a  +  b  =  1 
a  =  1 


a  =  1 
b  =  0 


Bài  giải:  Điều  kiện:  X  >  ì .  Ta  có: 

(*)  <=>  2x  + 1  -  2>/x  -  a/2x  -1  =  0 
<^>Ịx  +  1-2>/x)  +  Ịx-V2x-l)  =  0 

X2  -  2x  + 1  X2  -  2x  + 1 

<=>  — —  '+— — .  0 


X  +  1  +  2  Vx  X  +  V2x  -1 

1 


(x-1) 


+ 


1 


\ 


1 


x  +  1  +  2Vx  X  +  sÍ2x  -1 

1  1 

■  +  ■ 


=  0 


Vì  X  >  do  đó  _  '  !- - - 

2  X  + 1  +  2vx  X  +  v2x-ĩ 


>  0^>  X  =  1 
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Bài  3:  Giải  phương  trình: 

3x  +  3  -  X  + 1 

1-  =  4  +  ,  ==  (*) 

Vx  Vx2  —  X  + 1 


Phân  tích: 


VẤt  c/  \  3x  +  3  , 

Xét  F(x)  =  — 4- 

vX 


X  + 1 


Vx2  —  X  +  1 


Sử  dụng  TABLE  với  hàm 
số  F(x)  trên  ta  thấy  có 
nghiệm  kép  X  =  1 . 


H 

Math 

dhr 

F  ■:  :> 
□.5519 

1 

ũ 

1.5 

□.2333 

7 

0.5 

Áp  dụng  kỵ  thuật  tìm  liên  hợp  nghiệm  kép,  ta  có  các 
liên  hợp  cần  tìm: 


(x  +  1-  2a/x2  —  X  + 1  j  hay 


X  + 1 


Vx2  —  X  +  1 


-2 


Bài  giải:  Điều  kiện:  X  >  0 .  Ta  có: 

X  +  1 


(*)<=>  ^í^-6  = 


Vx 


^x2  -  X  +  1 


-2 


<=>  3 

^3 


X  + 1  -  2sfx  'ì  _  X  +  1  -  2a/x2  -  X  +  1 
y  \fx  )  ựx2  —  X  +  1 


x2-2x  +  1  _  -3x2  +  6x-3 

Vx(x  +  1  +  2Vxj  Vx2  - X  + 1  ịx  + 1  +  2%/x2  - X  + 1  j 

1  -1  A  _ 

<£í>3(x-1)  Ị^-  +  j^  =  0.Trongđó: 
a  =  Ịx  + 1  +  2n/x  j,b  =  a/x2  -  X  + 1  Ịx  + 1  +  2  ựx2  -  X  + 1  j 


Vì  X  >  0  do  đó: 


1  _ Ị _ 

VxỊx  +  1  +  2^j  Vx2  - X  + 1  ịx  + 1  +  2^x2  -  X  + 1  j 
i/ô\/  orv_i\2-n^v-i 


>0 


Vậy  3(x-1)  =  0  =>  X  =  1 
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BÀI  TẬP  Tự  LUYỆN 

Bài  1 :  'x3  -  2x2  +  4x  - 1  =  V4x  -  3  +  ^/3x  -  2 
Đáp  số:  X  =  1 

Bài  2:  X2  + 1  =  %/2x  - 1  +  ẳ/3x  -2 
Đáp  số:  X  =  1 

Bài  3:  X3  +  2x  - (x2  +  l)V2x  - 1  >  ^2x2  - X 


Bài  4:  4>/x2-x  +  10-4ự2-2x  =x-7  +  8^3 -X 
Đáp  số:  X  =  -1 

Bài  5:  X2  -2(x  +  1)ự3x  +  1  =  2%/2x2  +  5x +  2  -  8x -5 
Đáp  số:  X  =  1 

Bài  6:  4x2+12  +  Vx^ĩ  =  4(xự5x-1+ự9-5x) 

Đáp  số:  X  =  1 

81  _  , - - 

Bài  7:  x2-8x  +  10  + - - -  =  2a/x-1 

X  +  2  V  X  - 1 

Đáp  số:  X  =  5 

Bài  8:  X4  - 1 6x3  +  31x2  -  6x  +  2 -  6(x  +  1)  Vx  =  0 

Đáp  số:  X  =  1,  X  =  7  ±  4>/3 

Bài  9 :  2x2  -  3x  +  7  -  3^/4x  +  4  =  0 
Đáp  số:  X  =  1 


Bài  1 0: X4  +  a/x2  -x  +  1  + 
Đáp  số:  X  =  1 


PHƯƠNG  PHÁP  NHÂN  LIÊN  Hộp  GIẢI  PHƯƠNG  TRÌNH, 
BẤT  PHƯƠNG  TRÌNH  VÔ  TỶ  -  ĐOÀN  TRÍ  DŨNG 


TRANG  21 


Tìm  tài  liệu  Toán  ?  Chuyện  nhỏ  -  www.toanmath.com 


VreD 


,vn  Sách  giáo  dục  trực  tuyến  được  tin  cậy 
nhất 

Hotline:  0976266202 

CHỦ  ĐỀ  5:  NHÂN  LIÊN  HƠP  A 
NGHIỆM  TỔNG  BỘI  TỪ  3  TRỜ  LÊN 


Bài  1 :  G  iải  phương  trình: 

_ X4  -  2x3  +  2x2  -  X  + 1  =  V2x2  -  2x  + 1  (*) 

Phân  tích: 

Xét  F(x)  =  X4  -  2x3  +  2x2  -  X  + 1  -  V2x2  -  2x  + 1 


II 

Math 

E 

^7* 

F(KJ 

D.Ĩ3Ì3 

3 

□ 

ũ 

ũ 

□.5 

□.  ID5Ì 

-0.! 

0 

Math 

K 

F  ■:  :> 

M 

□.5 

□.  I  Ũ53 

5 

1 

ũ 

Ẽ 

□.1313 

Sử  dụng  TABLE  với  hàm 
số  F(x)  trên  ta  thấy  có  2 

nghiệm  kép  x  =  1,  x  =  0. 
Như  vậy  nhân  tử  có 

dạng  x2(x-1)2  là  một  đa 
thức  bậc  4  do  đó  xét: 
ax2  +  bx  +  c  =  V2x2  -2x  +  1 


1.5 


Để  tìm  được  các  hệ  số  a,  b,  c  ta  xét  hệ: 
ax2  +  bx  +  c  =  ^2x2  -2x  +  1,  X  =  0 

ax2  +  bx  +  c  =  a/2x2  -2x  +  1,  X  =  1 


a  =  1 
b  =  -1 
c  =  1 


(ax2  +  bx  +  cV  =  ,  ,x  =  0  - 

v  ’  V2x2-2x  +  1 

(ax2  +  bx  +  c)'  =  ■  ===  =,x  =  1 
Vv  ’  V2x2-2x  +  1 

Vậy  liên  hợp  cần  tìm  là:  Ịx2  -  X  + 1  -  ^2x2  -  2x  +  1  j 

Bài  giải:  Điều  kiện:  X  e  R.  Ta  có: 

(*) <=>  (x4  - 2x3  +  X2)  +  Ịx2  - X  + 1  - %/2x2  -2x  +  lì  =  0 

_v2/  .X2  x2(x-1)2 

<=>x  (x-1)  +— - 4  =  =  0 

X2  -  X  + 1  +  V2x2  -  2x  + 1 


<=> 


x2(x-1)2 


í 


1  + 


1 


\ 


=  0 


V  x^  -  X  + 1  +  V2x2  -  2x  + 1 ) 

Do  đó  phương  trình  có  2  nghiệm  X  =  0,x  =1 . 
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Bài  2:  Giải  phương  trình: 

2x2  +  3  =  Vx3  +  2x2  + 1  +  Vx3  +  4x2  +  4  (*) 

Phân  tích: 

Xét  F (x)  =  2x2  +  3  -  Vx3  +  2x2  + 1  -  Vx3  +  4x2  +  4 

Sử  dụng  TABLE  với  hàm 
số  F(x)  trên  ta  thấy  có  2 
nghiệm  đơn  X  =  1 ,  X  =  0 . 

s 

i 

ũ 

K 

-□.5 

IU 

FÍK> 

□.  1  I9M 
ũ 

-D.Ũ3B 

Math 

0.5 

M 

5 

Ẽ 

K 

II 

F(KJ 

-b.iỉÉB 

□ 

□.MTMã 

Math 

1.5 

Để  kiểm  tra  xem  2  nghiệm  đơn  có  nghiện 

bội  ba  hay  không  ta  xét  đạo  hàm  của  hàm  Si 

_/  X  .  3x2+4x  3x2+8x 

p  Ị  Ỵ  Ị  —  4x 

1  nào  là 
ố  trên: 

2Vx3+2x2+1  2Vx3  +  4x2  +  4 

Sử  dụng  TABLE  với  hàm 
số  F(x)trên  ta  thấy  rằng 

X  =  0  là  một  nghiệm  của 
F(x)  nhưng  X  =  1  lại 

không  phải  là  nghiệm. 
Do  đó  x  =  0  là  nghiệm 
bội  3  còn  X  =  1  chỉ  đơn 
thuần  là  nghiệm  đơn. 

a 

i 

ũ 

K 

-□.5 

IU 

F  (Kì 

-b.nãi 

ũ 

IEĨ 

Math 

0.5 

M 

5 

Ẽ 

K 

IU 

F(KJ 

-ũ. 1  ai 
□.MĨ  BẼ 

1 . Ẽũãã 

Math 

1.5 

Như  vậy  nhân  tử  có  dạng  x3(x-1)  là  một  đa  thức 


bậc  4  do  đó  xét:  ax2  +  bx  +  c  =  4x3  +  2x2  + 1 .  Xét  hệ: 
ax2  +  bx  +  c  =  Vx3  +2x2  +1,  X  =  0 


ax2  +  bx  +  c  =  Vx3  +2x2  +1,  X  =  1 
(ax2  +bx  +  c)'  =  ỊVx3  +2x2  +1  j',x  =  0 

(ax2  +bx  +  c)'  =  ỊVx3  +2x2  +l)",x  =  0 


a  =  1 


=>  < 


b  =  0 


c  =  1 
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Do  đó  liên  hợp  cần  tìm  là:  Ịx2  + 1  -  ựx3  +2x2  +1  j 

Tương  tự  ta  có  liên  hợp:  Ịx2  +  2-sfx3  +4x2  +4Ị 

Bài  giải:  Điều  kiện:  X  e  R.  Ta  có: 

(*)  <£í>  X2  + 1  -  Vx3  +2x2  +1  +  X2  +  2  -  Vx3  +4x2  +4  =  0 
X3 (x  —  1)  X3 (x  —  1) 

■w>  — — - .  •  H — - .  -  —  0 

X2  +1  +  yx3  +2x2  +1  X2  +  2  + yx3  +4x2  +  4 

Vì  X2  + 1  +  %/x3  +2x2  +1  >  0,  X2  +  2  +  a/x3  +4x2  +4  >  0 

Do  đó  phương  trình  có  2  nghiệm:  X  =  0,x  =  1. 

BÀI  TẬP  Tự  LUẬN: 

Bài  1 :  2x2  -  2x  +  3  =  ự3x2  -2x  +  1  +  Võx2  -4x  +  4 
Bài  2:  X4  +  2x3  +  2x2  +  X  +  2  =  2%/x2  +  X  +  1 
Bài  3:  x2Vx  +  3  +  2  =  2>/5x2  +1  -  2x3 
Bài  4:  X3  +  X2  +  X  + 1  =  %/3x2  +  2x  + 1 
Bài  5:  X3  - 2x2  -  X  + 1  =  V2x3  -2x  +  1 


Bài  7:  2(x  +  5) y/3-x  + 1 6ựx  +  2  +  3x2  - 1 1x  -  36  =  0 
Bài  8:  X3  +  X2  + 1  =  4ĨT2  + 1  -  2x3 
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©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  x,y  e  R 


Ta  có: 


J xy2  - x2y -  y3  +  5x2  +  y2-y  +  l  =  0 
jx2  -y-3x+2=0 


=>Ịxy2  -x2y-y3  +5x2  +y2  -y  +  lỊ  +  xỊx2  -y-3x  +  2j  =  0 

X3  +  xy2  - x2y - y3  +  2x2  +y2-xy  +  2x-y  +  l  =  0 
«x3+(2-y)x2+Ịy2-y  +  2Ịx-y3+y2-y  +  l  =  0 


PHÂN  TÍCH  CASIO 

Đặt  y  =  100,  ta  có:  X3  +  (2-y)x2  +Ịy2  -y +  2jx-y3  +y2-y  +  l  =  0 

=>  X3  -  98x2  +  9902x  -  990099  =  0 ,  sử  dụng  máy  tính  ta  được  nghiệm  X  =  99 
Lập  lược  đồ  Hoorne  phân  tích  nhân  tử: 

X 

1 

-98 

9902 

-990099 

99 

1 

1 

10001 

0 

Do  đó:  X3  -  98; 

<=>(x-100  +  l) 

c2  +  9902x  - 990099  =  0  « (x  -  99)(x2  +  X  +  10001)  =  0 

Ịx2+x  +  10000  +  lj  =  0  «(x-100  +  l)Ịx2+x  +  1002+lỊ  =  0 
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Vì  y  =  100  do  đó  ta  có:  {x-y  +  l)Ịx2  +  x  +  l  +  y2j  =  0 
Ta  có:  X3  +  (2-y)x2  +{y2  -y  +  2jx-y3  +y2  -y +  1  =  0 

<=>(x-y  +  l)Ịx2  +  x  +  l  +  y2Ị  =  0  <z>y  =  x  + 1  (Vì  X2  +x  +  l  +  y2  >0Vx,yeR). 

Thay  y  =  X  + 1  vào  phưong  trình  thứ  hai  ta  có: 
x2-y-3x  +  2  =  0=>x2-4x  +  l  =  0=>x  =  2±  \Ỉ3 
V oi  X  =  2  +  \Ị?>  y  =  x  +  l  =  3  +  \Ỉ3  . 

Vói  x  =  2-\Ỉ3=>y  =  x  +  l  =  3-\f3. 

Kết  luận:  Hệ  có  hai  cặp  nghiệm  (x;y)e  ịị2  +  \f3}3  +  43Ỵ,ị2.-^Ỉ3;3-\Ỉ3^ị . 

Bình  luân :  Mấu  chốt  của  bài  toán  nằm  ở  việc  đánh  giá  y  =  X  + 1  sau  đó  thay 
vào  hệ  phuong  trình  ta  đuợc  mối  quan  hệ:  X.PT2  +  PT1  =  0 . 

Tuy  nhiên  đây  là  nhóm  biểu  thức  ở  dạng  dễ  nhận  diện,  chúng  ta  có  thể  truy 
ra  giá  trị  X  nhân  thêm  vói  phuong  trình  2  bằng  cách  xét: 

PT1  -X3  +  4x2  -  X 
PT2  x2-4x  +  1 

Sử  dụng  công  cụ  CALC  vói  giá  trị  X  =  100  ta  được  kết  quả  là  - 100.  Vậy: 

ppi  — 4-  4r2  —  X  _  _ 

X-++X - _  =  -100  =  -X  =>  X.PT2  +  PT1  -  0 

PT2  X2  -  4x  + 1 

I  ẩt  nhiên  đây  là  bài  toán  đon  giản,  trong  các  bài  toán  tiếp  theo  chúng  ta  sẽ 
có  những  cách  kết  nối  hai  phương  trình  khó  hơn. 

Chú  ý:  Giá  trị  x  =  y-l  =  2x-y  +  l  =  ...  do  đó  có  thể  sử  dụng  các  đánh  giá 

'(y-l)PT2  +  PTl  =  0 

kết  nối  hai  phương  trình  như  sau:  <  (2x -  y  + 1) PT2  +  PT1  =  0 

Như  vậy  có  râ't  nhiều  cách  kết  nối  hai  phương  trình  và  tùy  vào  tình  huống 
của  bài  toán  ta  sẽ  có  những  cách  đánh  giá  khác  nhau. 


„  ,  ,  A1  íx3y-2xV+xy3-x3-y3+2x2+2y2-l  =  0 

Bài  2:  Giải  hệ  phương  trình:  ị  y  y 

[x2+y2=l 

PHÂN  TÍCH  CASIO 

Từ  phương  trình  2,  ta  có  y  =  +\Jl  -  X1  .  Xét  y  =  v  l  -  X2  ,  thay  vào  phương 
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trình  1  ta  có: 


x3vl-x2 -2x2v/l-x2  +  x\/l-x2  -x-v/l-x2  +  2x2+2\/l-x2  -1  =  0 


Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  2  cặp  nghiệm:  ị x  ^  ^  ^  \ 

[x  =  l^>y  =  0 

Do  đó  mối  quan  hệ  biểu  thức  cần  tìm  là  X  +  y  =  1  hay  y  =  1  -  X 

x  Í-Í4x4  -  8x3  +  4x2)  =  0 

1/  =  1  —  V  rVhirrrncr  Trình  tn  ríivnỉr'  J  V  / 


Thay  y  =  1  -  X  vào  hệ  phương  trình  ta  được: 


2x2  -2x  =  0 


Vì  ị2x2 -2x^1  +  -^4x4  -8x3  +  4x2  )  =0  do  đó  PT1  +  (PT2)2  =0  khi  đó  sẽ 
xuất  hiện  nhân  tử  X  +  y  =  1 . 

©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  X,  y  e  R . 

jx3y  -  2 x2y2  +  xy3  -  X3  -  y3  +  2x2  +  2y2  - 1  =  0 

\x2+y2  =1 

=>  x3y  -  2 x2y2  +  xy3  -  x3  -  y3  +  2x2  +  2 y2  - 1  +  Ịx2  +  y2  - 1 )  =  0 

<=>x4  +y4  +x3y  +  xy3  -X3  -y3  =  <^(x  +  y-l)(x3  +y3  )  =  0 

Trường  hợp  1:  X  +  y  =  1  hay  y  =  1  -  X .  Thay  y  =  1  -  X  vào  phương  trình  2  ta 

được:  2x2  -2x-0<^>  "  y  \ 

x  =  l=>y  =  0 

Trường  hợp  2:  X3  +  y3  =  0  <=>  y  =  -X .  Thay  y  =  -X  vào  phương  trình  hai  ta 


VX  =  ~h'y^ầ' 

Kết  luận:  Hệ  phương  trình  có  4  cặp  nghiệm  phân  biệt: 


Chú  ý:  Nêu  các  nghiệm  tìm  được  lúc  đâu  không  phải  là  0  và  1  ta  vẫn  có  thê 
tìm  được  ra  định  hướng  giải  toán  cho  bài  hệ  phương  trình: 


được:  2x2  =  1 : 


'X^}i’y  =  ~T2 
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Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  nghiệm  X  «  0.707106781 . 
Thay  X  »  0.707106781  ta  có  y  =  ~\Ịĩ-x2  »  -0.707106781 «  -X 
Do  đó  mối  quan  hệ  biểu  thức  cần  tìm  là  X  +  y  =  0  hay  y  =  -X . 

|-(4x4-4x2+l)  =  0 


Thay  y  =  -X  vào  hệ  phuong  trình  ta  đuợc: 


2x2-1  =  0 


Vì  (2x2  -l)  +T-(4x4  -4x2  +l)l  =  0  do  đó  PT1  +  (PT2)2  =0  khi  đó  sẽ  xuất 
hiện  nhân  tử  X  +  y  =  0 . 


©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  X,  y  e  R . 

.3  „3  .,3 


x3y  -  2 x2y2  +  xyố  -  xó  -  yổ  +  2xz  +  2yz  -1  =  0 
2  ,  .  ,2 


được:  2x2  -2x  =  0<z> 


[x  +y  =1 

=>  x3y - 2x2y2  +  xy3  - X3  - y3  +  2x2  +  2y2  - 1  +  Ịx2  +  y2  - 1 )  =0 

•»x4  +y4  +x3y  +  xy3  -X3  -y3  =  0  <^>(x  +  y-l)Ịx3  +y3j  =  0 

Trường  hợp  1:  X  +  y  =  1  hay  y  =  1  -  X .  Thay  y  =  1  -  X  vào  phương  trình  2  ta 

x  =  0=>y  =  1 
x  =  l=>y  =  0 

Trường  hợp  2:  X3  +  y3  =  0  <=>  y  =  -X .  Thay  y  =  -X  vào  phương  trình  hai  ta 

,  _  2  ,  1  1  1  1 
được:  2x  =1=>X  =  — j=,y  =  — =vx  =  — =,y  =  —j=. 

síĩ  4Ĩ  Tĩ  Tỉ 

Kết  luận:  Hệ  phương  trình  có  4  cặp  nghiệm  phân  biệt: 


Bình  luân:  Bài  toán  có  bốn  cặp  nghiệm  bao  gồm  2  cặp  nghiệm  hữu  tỷ  và  2 
cặp  nghiệm  vô  tỷ.  Và  để  tìm  được  mối  quan  hệ  giữa  hai  biến  số  ta  chú  ý 
như  sau: 

•  Nếu  hai  biến  số  có  nghiệm  vô  tỷ  thì  chỉ  cần  1  cặp  nghiệm  vô  tỷ,  ta 
có  thể  tìm  ra  mối  quan  hệ  giữa  hai  biến  số. 

•  Nếu  hai  biến  số  có  nghiệm  hữu  tỷ  thì  ta  cần  ít  nhất  2  cặp  nghiệm 
hữu  tỷ  mơi  tìm  ra  được  mối  quan  hệ  này. 

Tìm  nghiệm  của  hệ  phương  trình  là  công  việc  vô  cùng  quan  trọng,  thông 
thường  chúng  ta  chọn  các  phương  trình  có  bậc  nhất  hoặc  tối  đa  là  bậc  2  đối 
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vói  một  biến  số,  ta  có  thể  sử  dụng  phương  pháp  thế  để  tìm  nghiệm  của 
phương  trình. 


^ .  7  A  [  2x  4-  3  4-  \Ỉ3x  4- 1  —  3i/  —  2y  4-  A /2y  —  1 

Bài  3:  Giải  hệ  phương  trình:  \  '  '  v  ' 

[l5x2  4-  4 y2  4-2x4-  2xy  -12  =  0 

PHÂN  TÍCH  CASIO 

rT7<  .  ,  ,  -y  - 1  ±  J-59y2  +  2y  4-181 

Từ  phương  trình  2,  ta  có  X  =  — - —  - — - . 

— y  —  1 4-  \f~ 59y2  4-  2y  4- 181  v  , 

Chọn  X  = - — — — - thay  vào  phương  trình  1  ta  có: 

-2y-2+2V-^+2y+j8Ĩ+3+j^-3+3/-^+2y+i8i+l=3/_2y+^ 

Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  nghiệm  y  « 1.485177807 

m  .  -y  - 1 4-  J-59y2  +  2y  + 181  _ 

Thay  y  «1.485177807  ta  được  x  =  — - 4L2Ị g - - - «0.3234518715 

Chú  ý  rằng  3(0.3234518715)  -  2(1.485177807)  = -2  do  đó  2y  =  3x  +  2 
Thay  2y  =  3x  +  2  vào  hai  phương  trình  ta  được: 


í  2x  +  3  +  %/3x  + 1  —  3y  —  2  y  +  *\j2y  —  1 
Ịl5x2  +  4y2  +  2x  +  2xy  -12  =  0 


-^x2  - 4x 4- 2  =  0 
4 

27x2  4-1ÓX-8  =  0 


Như  vậy  ta  thấy:  4.PT2  +  PT1  =  0  ta  sẽ  có  nhân  tử  2y  =  3x  +  2 . 

©Bài  giải: 

^  ,  1  1 
Điều  kiện  xác  định:  X  >  -  -7; y  >  -7  . 

3*2 


f  1 2x  +  3  +  ^J3x  + 1  —  3y  —  2y  +  */2y  —  1 

Ta  có:  s  v 

[15x2  +  4y2  +  2x  +  2xy  -12  =  0 

=>  4^2x  +  3  +  *j3x  + 1  —  3y2  +  2y  —  ^j2y  —  1  j  +  15x2  +  4y2  +  2x  +  2  xy  — 12  =  0 
15x2  -8y2  +  lOx  +  2xy  +  8y  +  4^3x  + 1  -  ^2 y  - 1 Ị  =  0 


<^> 


<^> 


(3x  +  2~2y)(5x  +  4y)  +  ^3x  +  2  T^L  =  0 


^3x  + 1  4-  yj2y  —  1 
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<=> 


(3x  +  2-2y) 


5x  +  4y  + 


sỊĩx  + 1  +  ^2y  —  1 


=  0  (*) 


1  1  5  4 

Vì  x>-2-;y  >2-  =>5x  +  4y>--2-  +  2>0  do  đó  5x  +  4y  +  ■  ■ 

3  2  3  V3x  +  l+ự2y-l 

V ậy  (*)  =^>  2y  =  3x  +  2 .  Thay  vào  phưong  trình  thứ  hai  ta  được: 


>0 


27x2  +16x-8  =  0  =>  x  = 


-8  +  2^0 
27 


(Thỏa  mãn)  hoặc  X  = 


-8-2-770 

27 


(Không 


thỏa  mãn  điều  kiện). 

..  -8  +  2\Ỉ7Õ  ,  3x  +  2  5  +  ^70 

Với  X  = - — — - —  ta  có  y  =  — — —  =  — —7- — . 

27  7  2  9 

Kểí  ỉííận;  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  = 


Bình  luân :  Nút  thắt  lớn  nhất  của  bài  toán  nằm  ở  chỗ  chỉ  ra  mối  quan  hệ 
2y  =  3x  +  2  và  thay  vào  hai  phương  trình  trong  hệ  ban  đầu. 

Vấn  đê  1:  Để  tìm  ra  mối  liên  hệ  giữa  2  biến  số,  chúng  ta  có  thể  tư  duy  theo 
một  cách  khác  như  sau: 

Trong  bài  có  hai  biểu  thức  chứa  căn  nên  ta  có  thể  đặt  giả  thiết: 

\Ị  3x  + 1  =  \j~2y  —  1  2  y  =  3x  +  2 

Vấn  đê  2:  Để  tìm  ra  mối  liên  hệ  giữa  2  biến  số,  ta  cũng  có  thể  xuâ't  phát  từ 
nghiệm  vô  tỷ:  X  ~  0.3234518715^  y  « 1.485177807 

Nếu  việc  phát  hiện  ra  mối  quan  hệ  2i/  -  3x  +  2  gặp  trở  ngại,  ta  có  thể  sử 
dụng  máy  tính  để  tìm  ra  như  sau: 

Gán  giá  trị  X  ~  0.3234518715  vào  biến  A,  y  « 1.485177807  vào  biến  B  . 


Sử  dụng  công  cụ  TABLE  vơi 

f(x)  =  ax+b 

X 

F(x) 

-3.5 

0.353 

•  START  =  -3 

-3 

0.5148 

•  END  =  3 

-2.5 

0.6765 

•  STEP  =  0.5 

-2 

0.8382 

Khi  đó  dựa  vào  bảng  giá  trị  TABLE  như 

-1.5 

0.9999 

hình  bên  ta  kết  luận  như  sau: 

-1 

1.1617 

Tại  giá  trị  X  =  -1.5  ta  có: 

F(x)  =  AX  +  B  =  0.999999999998  *  1 

-0.5 

1.3234 

0 

1.4851 

Do  đó  ta  đánh  giá: 

0.5 

1.6469 
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©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  X,  y  e  R . 

T  ...  Í2y2-Ị/  +  3(x-l)  =  0 

Ta  có  hệ:  < 

\2x3  +  y2  +  6x  + 1  =  y3  +  x2y  +  y 
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=>^2x3  +  y2  +6x  +  l-y3  -  x2y  -  y^  +  x[ly2  -y  +  3x-3)  =  0 
<=>  2x3  +  y2  +  6x  + 1  -  y3  -  x2y  -  y  +  2 xy2  -xy  +  3x2  -  3x  =  0 
— y3  +  (2x  +  l)y2  —  ^x2  "t~  X  +  l^y  "t"  2x3  +  3x2  +  3x  +  1  =  0 

PHÂN  TÍCH  CASIO 

Thay  giá  trị  X  =  100  vào  phương  trình  ta  có: 

-y3  +(2x  +  l)y2  -Ịx2  +  x  +  l)y  +  2x3  +3x2  +3x+l=0 

=>  y3  -  201y2  +  ìoioiy  -  2030301  =  0 ,  sử  dụng  máy  tính  ta  được  nghiệm 
y  =  201 

Lập  lược  đồ  Hoorne  phân  tích  nhân  tử: 


y 

1 

-201 

10101 

-2030301 

201 

1 

0 

10101 

0 

Do  đó:  y3  -  201y2  +  ìoioiy  -  2030301  =  0  « (y  -  20l)(y2  +  I0101Ị  =  0 
« (y  -  200  -  l)(y2  + 10000  + 100  +  lỊ  =  0 
<=>  (y  -  200  -  l)(y2  + 1002  + 100  + 1 j  =  0 
Vì  x  =  100  do  đó  ta  có:  (y-2x-l)Ịy2 +x2 +X  +  1 
Ta  có:  -y3  +  (2x  +  l)y2  -íx2  +  x  +  ljy  +  2x3  +3x2  +3x  +  l  =  0 


«(y-2x-l)(y2  +  x2+x  +  lj  =  0«- 


y-2x-l=0 

“2  ...2 ....  t  S) 
y  +  X  +X  +  1  =  0 


Do  X2  +  X  + 1  +  y2  >  0Vx,y  G  R  nên  (*)  <=>  y  =  2x  + 1 


Thay  y  =  2x  + 1  vào  phương  trình  thứ  nhất  trong  hệ  ta  có: 
^2(2x  +  l)2-2x-l  +  3(x-l)  =  0 

-9±^/Ĩ45 


<=>  8x  +  9x-2  =  0<»x  =  - 


16 


Với  x  = 


Vớix  = 


-9+^45 

16 

-9--y/Ỉ45 

16 


■  y  =  2x  + 1  = 


•  y  =  2x  + 1  = 


-1+sỊũE 

8 

-l-yỊŨE 

8 


Kết  luận:  Hệ  có  hai  cặp  nghiệm 

(*;y) 


[ r  — 9  +  ỰĨ45  -ĩ  +  yỊŨE' 

/-9-^45  _-l— ^45^1 

ị  18  ;  8  / 

;  16  ;  8 

V  )) 
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Bình  luân:  Bài  toán  thường  gặp  khó  khăn  trong  việc  tìm  mối  liên  hệ  giữa  2 
giá  trị  X  và  y.  Do  đó  bạn  đọc  cần  phải  nắm  vững  cách  tìm  mối  liên  hệ  thông 
dụng  nhất: 

Gán  giá  trị  x«  0,1900996612  vào  biến  A,  y  «1,380199322  vào  biến  B 
Rồi  dùng  tính  năng  TABLE  vói 
F  (x)  =  AX  +  B  của  máy  tính  để  tìm  mối  quan  hệ. 

Cách  thức  này  an  toàn  và  chính  xác  nhất 


Bài  5:  Giải  hệ  phương  trình:  < 

2x3+y3+3xy2+(x  +  l)2=0 
[3x2  +  x  +  y  +  l  =  0 

PHÂN  TÍCH  CASIO 


Từ  phưong  trình  thứ  2  trong  hệ  ,  ta  rút  y  =  -3x2  -x-1  và  thế  vào  phưong 
trình  thứ  nhất  trong  hệ  ta  có: 

2x3 +(-3x2 -x-l)  +  3x(-3x2  -x-l)  +  (x  +  l)2=0 
SHIFT  c ALC  vói  X  =  0  ta  thu  được  nghiệm  X  =  0  y  =  -1 

1  5 

SHIFT  CAFC  vói  X  =  1  ta  thu  được  nghiệm  x  =  4-^>y  =  “ 

3  3 

Do  đó  mối  quan  hệ  biểu  thức  cần  tìm  là  y  =  -2x  - 1 
Thay  y  =  -2x  - 1  vào  hệ  phưong  trình  ta  được: 

1 2x3  +  y3  +  3xy2  +  (x  + 1)2  =  0  ịéx3  +  X2  -  X  =  0 

Ị3X2  +x+y+l=0  [3x2-x  =  0 

Đến  đây  khá  khó  khăn  phát  hiện  ra  mối  quan  hệ  giữa  2  phương  trình 
nhưng  nếu  chúng  ta  để  ý  kỹ  ta  sẽ  nhận  thấy 
(-2x-l)|3x2  -x\  =  -6x3  -X2  +x  mà  y  =  -2x - 1 

Vậy  lấy  y.PT2  +  PT1  =  0  ta  sẽ  thu  được  nhân  tử  y  =  —2x  - 1 
©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  x,y  e  R . 

Ta  có  hệ:  Ị2**  +y3  +3-V  +(*  +  1>2 -° 

[3x  +x  +  y +  1  =  0 

=>  2x3  +  y3  +  3xy  +^x  +  l^  +y^3x  +x  +  y  +  l^  =  0 
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<=>  2x3  +  y3  +  3  xy2  +  X2  +  2x  + 1  +  3  x2y  +  xy  +  y2+y  =  0 
<=>  y3  +  (3x  + 1  )y2  +  ^3x2  +  X  + 1  )y  +  2x3  +  X2  +  2x  + 1  =  0 


PHẢN  TÍCH  CASIO 

Thay  giá  trị  X  =  100  vào  phương  trình  ta  có: 
y3  +  (3x  +  l^y2  ^3x2  +  X  +  l^y  +  2x3  +  X2  +  2x  +  1  =  0 

=>y3  +301y2  +30101y  +  2010201  =  0,  sử  dụng  máy  tính  ta  được  nghiệm 

y=-  201 


Lập  lược  đồ  Hoorne  phân  tích  nhân  tử: 

y 

1 

301 

30101 

2010201 

-201 

1 

100 

10001 

0 

Do  đó:  y3  +  301y2  +  30101y  +  2010201  =  0  <=>  (y  +  201) 

líy2  +100y +  I0001Ì 

1  =  0 

« (y  +  2.100  +  l)Ịy2  +  lOOy  + 1002  +  lỊ  =  0 

Vì  X  =  100  do  đó  ta  có:  (y  +  2x  +  l)Ịy2  +  xy  +  X2  +  lỊ  =  0 


Ta  co:  y3  +  ^3x  +  l^y2  ^3x2  +  X  +  l^y  +  2x3  +  X2  +  2x  +  1  —  0 
<=>(y  +  2x  +  l)Ịy  +  xy  +  X  +  lỊ  =  0'C^ 


y  +  2x  + 1  =  0 
y2  +  X2  +  xy  + 1  =  0 


(*) 


Do  X2  +  xy  + 1  +  y2  >  0Vx,y  e  ]R  nên  (*)  <=>  y  =  -2x - 1 
Thay  y  =  -2x  - 1  vào  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  ta  có: 

X  =  0 

3x2  +  x-2x-l  +  l  =  0<=> 3x2  - X  =  0 <=>  1 

L  3 

Với  x  =  0=>y  =  -2x-l  =  -l 

1  „  -5 

Với  X  =  2-  =>  y  =  -2x  - 1  =  -2- 
3  3 

/  \  í/  \  r  1  -5^ 

ỈCểí  luận:  Hệ  có  hai  cặp  nghiệm  (x;  y)  G  <  (O;  -l) ; 

I  13  3 


Bình  luận:  Bài  toán  có  những  điểm  cần  chú  ý: 

•  Thứ  nhất:  mối  quan  hệ  giữa  2  nghiệm:  giả  sử  y  =  ax  +  b  khi  đó  ta  coi 


là  đường  thẳng  đi  qua  2  điểm  của  đồ  thị  (0;-l)  và 


3;_3 


khi  đó 
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ta  giải  hệ  phương  trình: 


b  =  - 1 

51  ,  : 

=  —  a  +  b 
3  3 


ịa  =  2 
\b  =  - 1 


vậy  là  đã  tìm  được 


mối  quan  hệ  giữa  2  giá  trị  X  và  y  của  hệ  phương  trình 

Thứ  2:  Sau  khi  thay  y  =  —2x  - 1  vào  2  phương  trình  trong  hệ  nhận 

thấy  khá  khó  khăn  để  tìm  mối  quan  hệ.  Nếu  khi  cảm  thấy  khó  khăn 


như  vậy  chúng  ta  nên  thử  thay  ngược  giá  trị  X  =  - 
thấy  dễ  dàng  tìm  mối  quan  hệ  này  hơn 


-y 


các  bạn  sẽ 


Bài  6:  Giải  hệ  phương  trình:  < 

X3  -y3  +  2 xy2  +  2x2  +  2x  +  4  =  0 

X2  +x-y  + 1  =  0 

PHẢN  TÍCH  CASIO 

Từ  phương  trình  thứ  2  trong  hệ  ,  ta  rút  y  =  X2  +  X  + 1  và  thế  vào  phương 
trình  thứ  nhất  trong  hệ  ta  có: 

X3  - (x2  +  X  +  lỊ  +  2x(x2  +  X  + 1)  +  2x2  +  2x  +  4  =  0 

SHIFT  CALC  vơi  X  =  0,5  ta  thu  được  nghiệm  X  =  1  y  =  3 

SHIFT  CALC  vơi  X  =  -0,5  ta  thu  được  nghiệm  X  =  -1  =>  y  =  1 
Giả  sử  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là:  y  =  ax  +  b 

ị a  +  b  =  3  ị a  =  1 

Khi  đó  a  và  b  là  nghiệm  của  hệ  phương  trình:  ^  ^  =>  ị 

6  F  6  \-a  +  b  =  1  \b  =  2 

Do  đó  mối  quan  hệ  biểu  thức  cần  tìm  là  y  =  X  +  2 

Thay  y  =  X  +  2  vào  hệ  phương  trình  ta  được: 


- y3  +  2xy2  +  2x2  +  2x  +  4  =  0  2x3  +4x2  -2x-4  =  0 


<^>< 


[x2  +  X  -  y  + 1  =  0  [x2  - 1  =  0 

Đến  đây  khá  khó  khăn  phát  hiện  nhanh  ra  mối  quan  hệ  giữa  2  phương 

trình  nhưng  nếu  chúng  ta  để  ý  kỹ  ta  sẽ  nhận  thấy 

2x3  +4x2  -2x-4  =  (x  +  2)^2x2  -  2^  =  2^x2  -l)(x  +  2)  mà  y  =  x  +  2 

Vậy  lấy  -2y.PT2  +  PT1  =  0  ta  sẽ  thu  được  nhân  tử  y  =  X  +  2 


©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  X,  y  e  R . 
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Ta  CÓ  hệ: 


Jx3  -  y3  +  2xy2  +  2x2  +  2x  +  4  =  0 
\x2  +x-y  + 1  =  0 


=>íx3  -y3  +  2 xy2  +2x2  +  2x  +  4j-2 y(x2  +  x-y  +  lì  =  0 
<=>  X3  -  y3  +  2 xy2  +  2x2  +  2x  +  4  -  2 x2y  -  2x1 /  +  2 y2  -  2y  =  0 
'w>  — y3  +  y2  (2x  +  2)  +  y( — 2x2  —  2x  —  2^  +  X3  +  2x2  +  2x  +  4  =  0 

y3  —  (2x  +  2)y2  +  (2x2  +  2x  +  2^y  —  (x3  +  2x2  +  2x  +  4^  =  0 


PHÂN  TÍCH  CASIO 

Thay  giá  trị  X  =  100  vào  phương  trình  ta  có: 

y3  —  (2x  +  2)y2  +  (2x2  +  2x  +  2^y  —  (x3  +  2x2  +  2x  +  4^  =  0 

=>y3 -202y2 +20202y-l 020204  =  0,  sử  dụng  máy  tính  ta  được  nghiệm 
y  =  102 

Lập  lược  đồ  Hoorne  phân  tích  nhân  tử: 


y 

1 

-202 

20202 

- 1020204 

102 

1 

-100 

10002 

0 

Do  đó:  y3  -202y2  +20202y- 1020204  =  0  «(y-102)ịy2  -100y  + 10002^  =  0 

<=>  (y  - 100  -  2)(y2  -  lOOy  + 1002  +  2^  =  0 

Vì  x  =  100  do  đó  ta  có:  (y-x-2)Ịy2  -xy  +  x2  +  2^  =  0 


Ta  có:  y3  -(2x  +  2)y2  +  ( 
<=> (y - X - 2)1  y2  - xy  +  X 


2x2  +  2x  +  2)y  —  ( X 3  +  2x2  +  2x  +  4^  —  0 
y-x-2=0 


+  2=0« 


2  . 2-n  (*) 

y  -xy  +  x  +2  =  0 


Do  y2  -  xy  +  X2  +  2  >  0 Vx,  y  e  R  nên  (*)  <=>  y  =  X  +  2 
Thay  y  =  X  +  2  vào  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  ta  có: 


x2+x-y  +  l  =  0<=>x2+x-x-2  +  l  =  0<=>x2=l<=>x  =  ±l 


Với  x  =  l=>y  =  x  +  2  =  3 
Với  x  =  -l=>y  =  x  +  2  =  l 

Kết  luận:  Hệ  có  hai  cặp  nghiệm  (x;y)  e  1(1;  3  j ;  (— 1;  1  j| 


Bài  7:  Giải  hệ  phương  trình: 


I x3y  -  xy3  -  5y4  -  4x2y2  +  3x2  +  3y2  - 1  =  0 
|x2  +2y2  =1 
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PHÂN  TÍCH  CASIO 


Từ  phương  trình  2,  ta  có  y  = : 
trình  1  ta  có: 


.  Xét  y  = 


l-x2  1 

^  2  Ý3 

1  —  X 

rl-x2] 

2  fa_X2ì 

íl-x2] 

5 

-  4x2  — —  +  3x2  +  3 

1  2  V 

2 

l  2  1 

2 

l  2 

,  thay  vào  phương 


-1  =  0 


Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  nghiệm  X  -  0,5773502629 


=  0,5773502723 


Do  đó  mối  quan  hệ  biểu  thức  cần  tìm  là  X  =  y 

ị-Ị 

Thay  x  =  y  vào  hệ  phương  trình  ta  được:  < 


-9x4  +  6x2  -1  =  0 


[3x  =  1 

Vì  ị3x2 -lj  +Ị-9x4  +  6x2  -lj  =  0  do  đó  PT1  +  (PT2)2=0  khi  đó  sẽ  xuất 
hiện  nhân  tử  X  =  y 
©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  X,  y  e  R . 

I x3y  -  xy3  -  5y4  -  4x2y2  +  3x2  +  3y2  - 1  =  0 
|x2  +2y2  =1 

=>  (x3y  -  xy3  -  5y4  -  4x2y2  +  3x2  +  3 y2  - 1)  +  [x1  +  2y2  -l)  =0 
<=>(x3y-xy3  -5y4  -4x2y2  +3x2  +3y2  -lì  +  x4  +4y4  +  l  +  4x2y2  -2x2  -4y2  =0 

4  4  2.3  3  .  2 

<=>x  -y  -y  +xy-xy  +x  =0 

-y2)(x2 +y2)+*y(*2  +y2)+(*2  +y2)=0 

»(^-y2)(^2+ỉ/2+^+i)=0H 

Do  X2  +  y2  +  xy  + 1  >  OVx;  y  e  R  nên  (*)  <=>  X2  -  y2  =  0  <=>  X2  =  y2  <=>  X  =  ±y 
Trường  hợp  1:  X  =  y  Thay  vào  phương  trình  2  ta  được: 

X2  +  2y2  =  1  <=>  3x2  =  1  <=>  X  =  ±  -ệ-  =>  y  =  ±  2^- 
7  3  3 

Trường  hợp  2:  X  =  -y  Thay  vào  phương  trình  2  ta  được: 

X2  +  2y2  =  1  <=>  3x2  =  1  <=>  X  =  ±  =>  y  =  + 

*  3  3 
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Kết  luận:  Hệ  phương  trình  có  4  cặp  nghiệm  phân  biệt: 

(*;y) 


\(  fi.fi) 

í  s 

s) 

(S 

S) 

Ị  fi  fi)} 

3  ;  3  ' 
IV  J 

1 

3  ' 

J 

ị  3  ; 

3  ' 

/ 

'{  3  3Jj 

,.,A  ,  .  ,  íxy2  -x2y  +  y2  +xy  =  y3  +  3x2  +  X-2 

Bài  8:  Giải  hệ  phương  trình:  <  y  y  y  yy 

[x2  -  y  +  3x  - 1  =  0 

PHÂN  TÍCH  CASIO 

Từ  phương  trình  thứ  2  trong  hệ  ,  ta  rút  y  =  x2  +3x-l  và  thế  vào  phương 
trình  thứ  nhất  trong  hệ  ta  có: 

-(x2+3x-l)3+(x2+3x-l)2(x  +  l)  +  (x2+3x-l)(x-x2)-3x2-x  +  2  =  0 

SHIFT  CALC  với  X  =  1  ta  thu  được  nghiệm  X  =  0,7320508076 

=>y  =  x2+3x-l  =  1,732050808  «  X  + 1 

Do  đó  mối  quan  hệ  biểu  thức  cần  tìm  là  y  =  X  + 1 

Thay  y  =  X  + 1  vào  hệ  phương  trình  ta  được: 

íxy2  -x2y  +  y2  +xy  =  y3  +3x2  +X-2  í-x3  -3x2  +2  =  0 

Ịx2-y  +  3x-l  =  0  |x2+2x-2  =  0 

Đến  đây  khá  khó  khăn  phát  hiện  nhanh  ra  mối  quan  hệ  giữa  2  phương 
trình  nhưng  nếu  chúng  ta  để  ý  kỹ  ta  sẽ  nhận  thầy 
-X3  -3x2  +  2  =  -(x  +  l)(x2  +  2x-2) 

Vậy  lấy  (x  +  l).PT2  +  PT1  =  0  ta  sẽ  thu  được  nhân  tử  y  =  X  + 1 
©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  x,y  e  R . 

To  „Aioâ.  \xy2  -x2y  +  y2  +xy  =  y3  +3x2  +X-2 
1  a  có  hẹ:  < 

[x2  -  y  +  3x  - 1  =  0 

=>Ịxy2  -x2y  +  y2  +xy-y3  -3x2  -  x  +  2j  +  (x  +  l)Ịx2  -y  +  3x-lj  =  0 

« xy2  - x2y  +  y2  +  xy - y3  - 3x2  -  x  +  2  +  x3-xy  +  3x2  -  x  +  x2-y  +  3x-l  =  0 
<=> X3  - y3  +  xy2  - x2y  +  l  +  x2+y2+x-y  =  0 
«x3-x2  (y-l)  +  x(y2+l)-y3+y2-y  +  l  =  0 

PHÂN  TÍCH  CASIO 

Thay  giá  trị  y  =  100  vào  phương  trình  ta  có: 
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<=>x3  -X2 (y-l)  +  xỊy2  +  l)-y3+y2-y  +  l  =  0 

<=>  X3  - 99x2  +  lOOOlx - 990099  =  0,  sử  dụng  máy  tính  ta  được  nghiệm  X  =  99 


Lập  lược  đồ  Hoorne  phân  tích  nhân  tử: 

X 

1 

-99 

10001 

-990099 

99 

1 

0 

10001 

0 

Do  đó:  X3  -  99x 

•2  +  lOOOlx  -  990099  =  0  <=>  (x  - 

99)íx2+1000lỊ 

=  0 

o  (x  - 100  +  l)(x2  + 1002  + 1 j  =  0 

Vì  y  =  100  do  đó  ta  có:  (x-y  +  l)Ịx2  +y2  +lỊ  =  0 

Ta  có:  X3  -X2  (y-l)  +  xỊy2  +  l)-y3  +y2  -y  +  l  =  0 

«(x-y  +  l)íx2+y2+l)  =  0«  x  yY  =  0  (*) 

v  ’  [x2  +  y2  +1  =  0 

Do  X2  +  y2  + 1  >  0Vx,y  e  R  nên  (*)  <z>y  =  x  + 1 

Thay  y  =  X  + 1  vào  phưong  trình  thứ  hai  trong  hệ  ta  có: 

x2-y  +  3x-l  =  0<=>x2+2x-2  =  0<=>x  =  -l±  73 
Vói  x  =  -l  +  \ị3  =>y  =  x  +  l  =  73 

Vói  X  =  -1  -  73  =>  y  =  X  + 1  =  —73 

Kết  luận:  Hệ  có  hai  cặp  nghiệm  (x; y)GỊ(-l  +  73;73 );(-!- 73 ; -70 


. .  . .  ,  _  Í4x2+y  -xy +  7x-3y-4  =  0 

Bài  9:  Giải  hệ  phưong  trình:  ị  . — — —  „  , - 

X2  -  X  +  72x  +  l=y2  +y  +  Jy  +  2 


Từ  phưong  trình  thứ  nhất  trong  hệ,  ta  có  X  = 


PHÂN  TÍCH  CASIO 

..  y-7±7-15y2+34y  +  113 


Chọn  x  = 
ta  có: 


y-7  +  J-15y2+34y  +  113 


thay  vào  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ 


y-7+V 

Cl5y2+34y  +  113N 

y-7 +\Ị 

8 

V  ) 
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©Bài  giải: 


Điều  kiện  xác  định:  X  >  -+ V  >  -2 . 

2 

,  (4x2 +y2 -xy  +  7x-3y-4  =  0 
1 X  —  X  4-  *Jtx  4- 1  —  y  +  y  4-  ^fỹ  4-  2 

=>^4x2  +  y2  -xy  +  7x-3y-4j  +  2|x2  -x  +  ^ỊĨx  +  ĩ-y2  -  y-^y  +  2j  =  0 


<=>  4x  +  y  —  xy  -\-7  X  —  3  y  —  4  +  2x  —  2x  +  2"\/2x  + 1  —  2y  —  2y  —  2^|y  +  2—0 
■»6x2  -y2  -xy +  5x-5y-4  +  2ự2x  +  l  -2yjy  +  2  =0 
«6x2-(y-5)x-y2-5y-4  +  2(V2x  +  l-ựy  +  2Ị  =  0 


Chú  ý:  Đến  đây  nếu  các  bạn  cảm  thầy  khó  khăn  khi  phân  tích  nhân  tử 
thành  phần  6x2  - (y - 5) X - y2  - 5y - 4  thì  có  2  cách. 


•  Dùng  công  thức  nghiệm  của  phuơng  trình  bậc  2  để  tìm  mối  quan  hệ 
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Dùng  máy  tính  để  phân  tích  nhân  tử  bằng  tính  năng  thay  y  =  100 
và  dung  tính  năng  SHIFT  CALC  để  hóa  giải. 


*>(2x-y-l) 


3x  +  y  +  4  + 


+  9  ^ 

>/ 2x  +  l 

,  o  2*-y- 

fy+2 

-1 

^2x  +  1+  ^1 

2 

f - 

fy+2 

2x  + 1  +  yjy  +  2 


=  0(*) 


1  _  _  3 

Vì  X  >  - A; y  >  -2  3x  +  y  +  4  >  - 2  +  4  >  0  do  đó 

2 

3x  +  y  +  4  H — ,  - J  >  0 

y2x  +  l +yy +2 

Vậy  (*)  =^>  y  =  2x  - 1 .  Thay  vào  phưong  trình  thứ  nhất  trong  hệ  ta  được: 


4x2  +  y2  - xy  +  7x - 3y - 4  =  0 <^> 6x2  - 2x  =  0o 


x  =  0 


(thỏa  mãn  điêu  kiện) 


Vói  x  =  0=>y  =  2x-l  =  -l 

1  1 

Voi  X  =  —  =>  y  =  2x  —  1  =  — — 
3  3 


/wổn:  Hệ  phưong  trình  có  hai  cặp  nghiệm 


(x;y)e  (0;-l); 


Bài  10:  Giải  hệ  phưong  trình: : 


"  —  X  +  2  sj  X  —  1  —  y  +  2y  —  2  +  <\ịĩỹ  —  1 
[4x2  +  2y2  +2x  +  3y-ll  =  0 


PHÂN  TÍCH  CASIO 


-1±  J-8y2-12y  +  45 

Từ  phưong  trình  thứ  hai  trong  hệ,  ta  có  X  = - — — - . 

-1  + J-8y2-12y  +  45  x  1 

Chọn  X  = - — - — - — - thay  vào  phưong  trình  thứ  nhất  trong  hệ  ta 

có: 


_1+y 

L8y2-12y  +  45  1 

-1  +  nI 

-8y2-12y  +  45 

_5  +  NÌ 

L8y2-12y  +  45 

V 

4  J 

1  4 

ỉ  4 
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-y2  - 2y  +  2 - *j2y-ĩ - 0 

Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  nghiệm  là:  y  =  0,7769839649 
-1  +  J-8y2  -  12y  +  45 

Thay  vào  X  = - v  4 - — - * 1,138491983 

Đến  đây  chúng  ta  khó  tìm  ra  mối  quan  hệ  vì  các  hệ  số  không  giống  nhau  ở 

phần  sau  dấu  phẩy  hoặc  cộng  trừ  vói  nhau  ra  mối  quan  hệ  là  số  nguyên. 

Nhưng  nếu  các  bạn  quan  sát  kỹ  thì  nhận  thây  có  khả  năng 

2\[x  —  1  =  yịĩỹ—ĩ  =>  4x  —  2  y  —  3  =  0 

Thay  giá  trị  nghiệm  vừa  tìm  được  vào  biểu  thức: 

4.1, 138491983  -  2.0, 7769839649  -  3  *  2, 2.10-9  *  0 


Do  đó  mối  quan  hệ  biểu  thức  cần  tìm  là  4x-2y-3  =  0=>y  =  2x--^ 

3 

Thay  y  =  2x  -  ^  vào  hệ  phương  trình  ta  được: 


|x2  - X  +  2sfx-ĩ  =  y2  +  2y - 2  +  ^2y - 1 
[4x2  +2y2  +2x  +  3y-ll  =  0 


-3x2  +  X  +  T  =  0 
4 

12x2  -4x-ll  =  0 


Như  vậy  ta  thấy:  4.PT1  +  PT2  =  0  ta  sẽ  có  nhân  tử  y  =  2x-- 


©Bài  giải: 


Điều  kiện  xác  định:  X  >  1;  y  >  d. . 

ry,  íx2  -x  +  2ựx-l=y2+2y-2  +  ự2y-l 
1  a  có:  { 

[4x2  +2y2  +2x  +  3y-ll  =  0 

=>^4x2  +2y2  +2x  +  3y-ll)  +  4(x2  -x  +  2 -Ịx^ì-y1  -2y  +  2-^2y-lỊ  =  0 

o4x2  +2 y2  +2x  +  3y-ll  +  4x2  - 4x  +  8-N^ẽ-T - 4y2  - 8y  +  8  - 4^2y  -1=0 
<=> 8x2  - 2 y2  - 2x - y - 3  +  8\fx-ĩ  - 4^2y - 1  =  0 
<=>8x2  -2x-2y2  -  y-3  +  4^2Vx--T-ự2y-lỊ  =  0 


Chú  ý:  Đến  đây  nếu  các  bạn  cảm  thấy  khó  khăn  khi  phân  tích  nhân  tử 
thành  phần  8x2  —2x  —  2 y2  -  y  -  3  thì  nên  dùng  công  thức  nghiệm  của 
phương  trình  bậc  2  để  tìm  mối  quan  hệ  vì  mối  quan  hệ  nghiệm  khá  lẻ  nên 
khá  khó  khăn  vói  việc  phát  hiện  tìm  mối  quan  hệ  bằng  tính  năng  SHIFT 
CALC 
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O(4r-2y-3)(2r  +  y  +  l)  +  42^3g_.0 


<^> 


(4*-2y-3) 


2x  +  y  + 1  + 


2\[x-ĩ  +  yj2y-ĩ 


=  0  (*) 


1  ^  ^  4 

Vì  X  >  1;  V  >  4  =>  2x  +  y  + 1  >  0  do  đó  2x  +  V  + 1 H - ,  r 

2  2^£^+N/2^ĩ 


>0 


Vậy  (*)  =>  4x  -  2y  -  3  =  0  =>  y  =  2x  -  ^ .  Thay  vào  phưong  trình  thứ  hai  trong 
hệ  ta  được: 

4x2  +2y2  +2x  +  3y-ll  =  0^12x2  -4x-ll  =  0  = 


1  +  yỊŨ 
6 

l-y/ũ 


X  =  - 


?  1  +  4 

Chỉ  có  giá  trị  X  =  — —y —  (thỏa  mãn  điêu  kiện) 

6 

_ l  +  >/34_ 3_-7  +  2sỈ3Ĩ 

6  2  6 

Kểf  ỉííận;  Hệ  phưong  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  = 

6  6 
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|x  =  0 

X  =  2 : 


x  + V-7x2  +  5ÓX  +  16  . 

y  = - - =  1 


y  =  - 


4 _ 

:  +  \l~7x2  +  5ÓX  +  16 


=  3 


Ta  tìm  được  2  cặp  giá  trị(0;l)(2;3) 

Giả  sử  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là:  y  =  ax  +  b 

Khi  đó  a  và  b  là  nghiệm  của  hệ  phương  trình: 


ịb  =  1 

1 2a  +  b  =  3 


\a  =  1 
\b  =  1 


Do  đó  mối  quan  hệ  biểu  thức  cần  tìm  là  y  =  X  + 1 
Thay  y  =  X  + 1  vào  hệ  phương  trình  ta  được: 

[ 2x2  -  X  +  ^2x  +  l  =  y2  -  y  +  yj2y-l  Ịx2  -  2x  =  0 

xy  -  X2  -  2y2  +  7x  +  2  =  0  |-2x2  +  4x  =  0 

Như  vậy  ta  thấy:  2.PT1  +  PT2  =  0  ta  sẽ  có  nhân  tử  y  =  X  + 1 


©Bài  giải: 

^  ,  1  1 
Điêu  kiện  xác  định:  X  >  -  -7; y  >  -7  . 

2  2 


Ta  có: 


2x2 


-x  +  < 

.2 


-  xy  -  X2  -  2y2  +  7x  +  2  =  0 


+  i  -y2  -  y  +  yịĩỵ-ĩ 

[xy - xz  - 2y2  +  7x  +  2  =  0 
2^2x2  —  X  +  a/2x  + 1  —  y2  +  y  —  *Jị2y  —  1  j  : 

4x2  —  2x  +  2ự2x  + 1  —  2y2  +  2y  —  2^j2y  —  1  +  xy  —  X2  —  2y2  +  7x  +  2  =  0 
3x2  —  4y2  +  xy  +  5x  +  2y  +  2  +  2-\ị2x  + 1  —  2^2y  —  1  =  0 
3x2  +  ^y  +  5^x  —  4y2  +  2y  +  2  +  2^^2x  + 1  —  <\j2y  —  1  j  =  0 


<^> 

<^> 


Chú  ý:  Đến  đây  nếu  các  bạn  cảm  thấy  khó  khăn  khi  phân  tích  nhân  tử 
thành  phần  3x2  +  [y  +  5)x  -  4y2  +  2y  +  2  thì  có  thể  dùng  công  thức  nghiệm 

của  phương  trình  bậc  2  để  tìm  mối  quan  hệ  hoặc  các  bạn  có  thể  tìm  mối 

quan  hệ  bằng  tính  năng  SHIFT  CALC 

í  \ 


<^> 


^x  —  y  +  l)(3x  +  4y  +  2^  +  2 


2x  +  l-2y +  1 


(x-y  +  l) 


3x  +  4y  +  2  + 


Ự2x  +  l  +  ự2y-l 
4 


=  0 


+ 1  +  ^2y  —  1 


=  0(*) 
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Vì  X  >  --7; y  >  -7  3x  +  4y  +  2  >  0  do  đó  3x  +  4y  +  2  +  ■  7  >  0 

2 y  2  y  y  ^TĨĨ+^ỊĨ^Ĩ 

V ậy  (*)  =>  X  —  y  4- 1  =  0  =>  y  =  X  4- 1 .  Thay  vào  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ 
ta  được: 


xy-x2  -  ly2  +  7x  +  2  =  0  <=>  -2x2  +  4x  =  0  <3- 


X  =  0 
x  =  2 


(Thỏa  mãn  điều  kiện) 


Với  x  =  0=>y =  x  4-1  =  1 


Với  X  =  2=>y  =  x-I-1  =  3 

Kết  luận:  Hệ  phương  trình  có  2  cặp  nghiệm:  (x;y)  e  |(0;l);(2;3)j 


^ .  7  A  í 2x  4-  X  4-  *\/3x  4- 1  —  y  4-  2y  4-24-  2,  / 1/  4- 1 

Bài  12:  Giải  hệ  phương  trình: :  4  y  '  y  '  ỵy 

\2x2  -2y2  -5xy-2x-7y-2  =  0 


PHÂN  TÍCH  CASIO 


7  7  #  ^  7  5y  4"  2  i  J41y2  4-  76y  4-  20 

Từ  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ,  ta  có  X  = - 1 — ^ - 


Chọn  X  = 
ta  có: 


5y  4-2  4-  ^41y2  4-  76y  4-  20 


thay  vào  phương  trình  thứ  nhâ't  trong  hệ 


5y  +  5  +  N/41y2+74y  +  49Ì  5y  +  5  +  ^41y2  +  74y  +  49 


Ịĩ 5y  + 19  +  Jily2  +  74y  +  49  7  „  - 

+]Ị— - - ỵ - y2  _  2y  _  2  _2^TĨ  =  0 

Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  nghiệm  là:  y  =  -0,2479539765 

5y  +  2  +  Mly2  +7ÓI/  +  20  . . 

Thay  vào  X  =  — - -i—L - 1 - *  0,669394698 


Đến  đây  chúng  ta  khó  tìm  ra  mối  quan  hệ  vì  các  hệ  số  không  giống  nhau  ở 

phần  sau  dấu  phẩy  hoặc  cộng  trừ  vói  nhau  ra  mối  quan  hệ  là  số  nguyên. 

Nhung  nếu  các  bạn  quan  sát  kỹ  thì  nhận  thấy  có  khả  năng 

^3x  +  l  =  2^1  y  +  1  =^>  3x  -  4y  -  3  =  0 

Thay  giá  trị  nghiệm  vừa  tìm  đuợc  vào  biểu  thức: 

3.0,669394698  -  4.  (-0,2479539765)  -3*0 
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^  A  3  3 

Do  đó  mối  quan  hệ  biểu  thức  cần  tìm  là  3x-4y-3  =  0=>y  =  ^x--^ 

Ngoài  ra  :  Để  tìm  ra  mối  liên  hệ  giữa  2  biến  số,  ta  cũng  có  thể  xuất  phát  từ 
nghiệm  vô  tỷ:  X  ~  0, 669394698,  y  «  -0, 2479539765 

Nếu  việc  phát  hiện  ra  mối  quan  hệ  3x  -  4y  -  3  =  0  gặp  trở  ngại,  ta  có  thể  sử 
dụng  máy  tính  để  tìm  ra  như  sau: 

Gán  giá  trị  x»  0,669394698  vào  biến  A ,  y  =  -0,2479539765  vào  biến  6  Và 
Sử  dụng  công  cụ  TABLE  vói  hàm  số  F(X)  =  AX  +  B  để  xét  nghiệm  của 
phưong  trình  là  bao  nhiêu. 

3  3 

Sau  khi  tìm  được  mối  quan  hệ  đó  ta  thay  y  =  ’Ịx~ị  vào  hệ  phương  trình 
ta  được: 


ị 2x  4-  X  4-  ^3x  4- 1  —  y  4-  2y  4-24-  2^ịỹ  4- 1 

1 2x2  -  2 y2  -  5xy  -  2x  -  7y  -  2  =  0 


23  2  5  17- 

— -X  4-  _  X  —  =  0 

16  8  16 

23  2  5  17 

- T-X  —  _  X  4-  —Ị—  =  0 

8  4  8 


_  _  __  _  3  3 

Như  vậy  ta  thấy:  2.PT1  +  PT2  =  0  ta  sẽ  có  nhân  tử  y  =  ^  X  -  ^ 


©Bài  giải: 

^  ,  1 

Điều  kiện  xác  định:  x>-2--.y>-\. 

3  " 


Ta  có: 


,  ị  2x  4-  X  4-  ự3x  4- 1  —  y  4-  2y  4-24-  2^Jỹ  4- 1 
[2x2  -2 y2  -5xy-2x-7y-2  =  0 

2.ị2x2  4-  X  4-  -\/3x  4- 1  —  y2  -  2y  -  2  -  2^fỹ  4- 1 Ị  4-  2x2  -2y2  -5xy-2x-7y-2  =  0 

4x2  4-2x4-  2\/3x4-l  -  2 y2  -  4y  -  4  -  4-ựy  4-1  4-  2x2  -  2 y2  -  5xy  -  2x  -  7y  -  2  =  0 
<=>  6x2  -  4y2  -  5xy  -  lly  -  6  4-  2%/3x4-l  -  4^ỹTT  =  0 
<=>6x2  -5xy-4y2  -lly- 64-2^3x4-1  -2,Jy4-lỊ  =  0 

Chú  ý:  Cần  dùng  công  thức  nghiệm  của  phương  hình  bậc  2  để  phân  tích 
phần  đa  thức  6x2  -  5xy  -  4y2  - 1  ly  -  6  thành  nhân  tử.  Không  nên  dùng 
tính  năng  SHIFT  CALC  của  máy  tính  để  giải  vì  mối  quan  hệ  nghiệm  khá  lẻ 
«(3x-4y-3)(2x  +  y  +  2)  +  2(ự3x  +  l-2^TTỊ  =  0 


<= >  (3x  —  4y  —  3^2x  +  y  +  2^  +  2 


^  3x  4- 1  -  4y  -  4  A 
a/3x  4“  1  4"  2yịỹ  4"  1 


-  0 


24 


Tìm  tài  liệu  Toán  ?  Chuyện  nhỏ  -  www.toanmath.com 
ưng  chảo  thủ  -  Đoàn  Trí  Dũng  -  Hà  Hữu  Hải 


<^> 


(3x-4y-3) 


2x  +  y  +  2  + 


*j3x  + 1  +  2-^1  y  + 1 


:0  (*) 


1  ^  2 
Vì  x> ---)]/> -1  do  đó  2x  +  y  +  2  +  ,  .  >  0 

3  v3x  +  l  +  2-ựy +  1 

3  3 

Vậy(*)^>3x-4y-3  =  0^>y  =  -^-x--^-.  Thay  vào  phưong  trình  thứ  hai  trong 
hệ  ta  được: 

2x2  - 2y2  - 5xy -2x-7y-2  =  0^> 23x2  +  5x  - 17  =  0  = 


X  = 


-5  +  4>/26 
23 

-5-4>/26 

23 


Chỉ  có  giá  trị  X  =  — — (thỏa  mãn  điều  kiện) 


Vói  X  = 


23 

-5  +  4V26  3  3_-21  +  3n/26 

23  ^y_4X  4 _  23 


Kêf  ỉííận;  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất  X  =  —  và 


23 


y=- 


-21+3^ 

23 
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Xét  các  giá  trị: 

•  START  =  0,61 

•  END  =  0,7 

•  STEP  =  0.01 

Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm  nằm 
trong  lân  cận  giá  trị  0,6667  đồng  thời  hàm  số  có 
dấu  hiệu  tiếp  xúc  vói  trục  hoành.  Vì  vậy  nghiệm 
2  ,  ,  * 

X  =  ^  chính  là  nghiệm  kép  của  phuong  trình. 

3 

Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phuong  trình  thứ 
nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 
đánh  giá  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 

ry  1  .  _  2  ,  u  A?  u  7  u  g  27 X2  -  24x  +  12 

Ta  thay  giá  trị  X  =  —  vào  biêu  thức  của  y  ta  thấy:  y  = - Ị  - =  1 

3  8v3x-l 


0,63 

0,01821 

0,64 

9,46.  10“3 

0,65 

3,635.  10“3 

0,66 

5,732.  10-4 

0,67 

1,409.  10-4 

0,68 

2,223.  10-3 

0,69 

6,717.  10“3 

0,7 

0,0135 

Hon  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức  chứa  căn  y/3x-l  =  1  =  y 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  y  - yj3x-l  =  0 

Vì  vậy  kết  hợp  2  phuong  trình  chúng  ta  cần  phải  có  Ịy - y/3x-l Ị 

Ngoài  ra  nghiệm  X  =  ^  là  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hăng  đăng 
3 

thức  (3x-2)2 


©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  X  > 


1 


rp  ,  ,  A  ,  _  +  ,  ,  .  \9x2  +  4y2  =  4^36x2-12x 
Ta  CÓ  hệ  phuong  trình:  < 

27x2-24x  +  12  =  8yự3x-l 


Cộng  vế  vói  vế  hai  phuong  trình  trong  hệ  phuong  trình  ta  có: 
=>  9x2  +  4y2  +  27x2  -  24x  + 12  -  8yự3x-l  =  4^36x2-12x 
<=>  36x2  +  4y2  -  24x  + 12  -  8yự3x-l  =  4^36x2-12x 
<z>9x2  +y2 -6x  +  3-2y4TC^  =  TĨ6xr^ỸTc 
oy2-  2yự3x  - 1  +  3x  - 1  +  9x2  -  9x  +  4  =  ^36x2  -  12x 
•»Ịy- a/3x-1  j  +  9x2  - 9x  +  4  =  n/Ìóx2  -  12x 
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<=>  (y  -  TTx  - 1  )2  +  (3x -  ìf  +  3x  =  n/36x2  -  12x  (*) 

Do  ịy —  1  j  +  (3x-2)2  >0Vx  nên  ^36x2  -12x  >3x 
Sử  dụng  bất  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 

Ẳ/3ỔX2  - ĩĩx  =  3^3x(6x - 2). 2  <  3x  +  6*  - 2  +  2  =  3x 


Dấu  //="  xảy  ra  <=>3x  =  6x-2  =  2<^>x  =  -^ 


Do  đó  phương  trình  (*)  <=>  <  3x  -  2  =  0 


1/  -  V  3x  - 1  =  0  ị  2 

3x  -  2  =  0  <=>  <  x  3  (Thỏa  mãn  ĐKXĐ) 

|3x  =  ự36x2-12x  iy  =  1 


Kết  luận:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  và  y  =  1 

3 


Bài  14:  Giải  hệ  phương  trình: 


6x2  +  4y2  -  7x  -  =  3v3x2  +  2x 


[3x2  +  8x  + 15  =  4y  y3x  +  8 


PHÂN  TÍCH  CASIO 


Ta  nhận  thấy  từ  điều  kiện  của  hệ  phương  trình  thì  x>-g~.  Nhưng  thay  giá 

3 


trị  X  =  “  vào  phương  trình  2  ta  thấy:  =  0  (Vô  lý)  do  đó  X  ^  “  từ 

3  3  3 

phương  trình  thứ  hai  trong  hệ,  ta  có  y  =  ^  thay  vào  phương 

4y3x  +  8 

trình  thứ  nhât  trong  hệ:  6x2  +  4  f  +  8xA15  j  _  yx  _  _  3^3x2  +2x 


4y3x  +  8 


Kiểm  tra  điều  kiện  nghiệm  kép.  Xét: 

F(x)^6X2+4Í3X2:8Xt15T-7X-ạ 
v  7  4ự3X  +  8  3 


-3v3X2  +2X 


Xét  các  giá  trị: 

•  START  =  0,3 


1 

3 

X 

F(x) 

0,3 

0,01322 

0,31 

6,457.  10“3 

0,32 

2,101.  10“3 

0,33 

1,309.  10-4 

0,34 

5,224.  10-4 
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•  END  =  0,39 

•  STEP  =  0.01 


Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm 
nằm  trong  lân  cận  giá  trị  0,3334  đồng  thời 
hàm  số  có  dấu  hiệu  tiếp  xúc  vói  trục  hoành.. 


0,35 

3,256.  10-3 

0,36 

8,315.  10-3 

0,37 

0,01568 

0,38 

0,025345 

0,39 

0,0372866 

1 

Vì  vậy  nghiệm  x--g  chính  là  nghiệm  kép  của  phuong  ữình 
3 

Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phuong  trình  thứ 
nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 
đánh  giá  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 

rp  ..T  . ,  .  .  1  x  >  U.A,  3x2  +  8x  +  15  3 

Ta  thay  giá  trị  X  =  —  vào  biêu  thức  của  y  ta  thay:  y - - ■  —  =  — 

3  4y3x  +  8  2 

Hơn  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức  chứa  căn  \j 3x  +  8  =3  =  2 y 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  2 y  —  a/3x  +  8  =  0 

Vì  vậy  kết  hợp  2  phương  trình  chúng  ta  cần  phải  có  {ly  -  \l3x  +  8  Ị 

1  ,  /  ^  ,  , 

Ngoài  ra  nghiệm  X  =  2-  là  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hăng  đăng 
3 

thức  (3x-l)2 


©Bài  giải: 

—8 

Điều  kiện  xác  định:  X  >  — - 

3 


Ta  có  hệ  phương  trình: 


6x2  +  4 y2  -  7x-^-  =  3\Ỉ3x2 ~+2x 
<  3 

3x2  +  8x  + 15  =  4i/a/3x  +  8 
Cộng  vế  với  vế  hai  phương  trình  trong  hệ  phương  trình  ta  có: 

=> 6x2  +  4 y2  -  7x-^-  +  3x2  +  8x  + 15  =  3^/3x2  +2x  +  4y\/3x  +  8 


3 

32 


<=>  9x2  +  4y2  +  X  +  —  -  4y\/  3x  +  8  =  3^3x2  +2x 

4y2  —  4y%/3x  +  8  +  3x  +  8  +  9x2  —  2x  +  —  =  3"\/3x2  +  2x 

3 

4y2  —  4y^3x  +  8  +  3x  +  8  +  9x2  —  6x  + 1  +  4x  +  —  =  3"\/3x2  +  2x 


<=> 

28 


(2y-ự3x  +  8)2+(3x-l)2 


+ 


4x  +  : 


:3^3x2+2 X  n 
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Do  (ly  -  \Ì3x  +  8  j  +  (3x  - l)2  >  OVx  nên  3^3^  +  2x  >4x 
Sử  dụng  bất  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 

3^3x2  +  2x  =  'ịỊ9x.{3x  +  2)3  < 

3 


+  - 


■  =  4x  +  -Ị- 
3 


Dấu  “="  xảy  ra  <=>9x  =  3x  +  2  =  3<=>x  = 


1 


Do  đó  phương  trình  (*)  <  > 


2y  -  x/3x  +  8  =  0 
3x  - 1  =  0 
5 


4x  +  —  =  3\/3x2  +2x 
3 


1 

x  =  — 
3 

3 

y=. 


(thỏa  mãn  ĐKXĐ) 


1  3 

Kêí  luận:  Hệ  phưong  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  d  và  y  =  T- 

3  T 


Bài  15:  Giải  hệ  phương  trình: : 


X2  +y2 -ịx  +  ụríẽTTTx 
3  3 

2x2  +  3x  +  3  =  2  yVx2  +3x 


PHÂN  TÍCH  CASIO 


Ta  nhận  thây  từ  điều  kiện  của  hệ  phương  trình  thì 
x  =  0 


x>0 


.  Nhưng  thay 


giá  trị 


X  <  -3 

vào  phương  trình  2  ta  đều  thầy  vô  lý  do  đó  X  -t  0;  A'  X  -3  nên 

2x2  +  3x  +  3 


x  =  -3 

từ  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ,  ta  có  y  = 


2\fxz  +3x 


ta  thay  vào  phương 


2.X  +  3x  +  3 


2sỊxa  +3x 


trình  thứ  nhâ't  trong  hệ:  X  + 

V  A  T  OA  J 

Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  nghiệm  là:  X  =  1 
Kiểm  tra  điều  kiện  nghiệm  kép.  Xét: 


x  +  — =  2  x/óx2  +2x 
3  3 


f(x)  =  x2 


+ 


2X2  +  3X  +  3 
2^X2+3X 


■|x  +  | 

3  3 


2'ịỊóX1  +  2X 


Xét  các  giá  trị: 


X 

F(x) 

0,5 

0,9403442 

0,6 

0,55778437 

0,7 

0,295865 

0,8 

0,125474 

0,9 

0,030187 
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•  START  =  0,5 

1 

0 

•  END  =  1,4 

1,1 

0,028452 

•  STEP  =  0.1 

1,2 

0,111178 

Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm 

1,3 

0,24511 

nằm  trong  lân  cận  giá  trị  1  đồng  thời  hàm  số 

1,4 

0,428058 

có  dấu  hiệu  tiếp  xúc  vói  trục  hoành.. 

Vì  vậy  nghiệm  X  =  1  chính  là  nghiệm  kép  của  phương  trình 
Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phương  trình  thứ 
nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 
đánh  giá  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 

,  7  ^  2x2  +  3x  +  3 

Ta  thay  giá  trị  X  =  1  vào  biểu  thức  của  y  ta  thấy:  y  = -  =  2 

2yx2+3x 

Hơn  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức  chứa  căn  Vx2  +  3x  =2  =  y 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  y  -  V*2  +  3x  =  0 

Vì  vậy  kết  hợp  2  phương  trình  chúng  ta  cần  phải  có  Ịy  -  V*2  +  3x  j 

Ngoài  ra  nghiệm  X  =  1  là  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hằng  đẳng 
thức  (x-l)2 
©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định: 

X  <  -3 


,2  ,2  5  2  ? 


X  +y  -^-x  +  ^  =  2v6x  +2x 
Ta  có  hệ  phương  trình:  <  3  3 

2x2  +  3x  +  3  =  2  y^/x2  +3x 

Cộng  vế  vơi  vế  hai  phương  trình  trong  hệ  phương  trình  ta  có: 

_ X  ^2  .  „,2  5  2  _  2  ,  ,  Q  _  /^2  7  oT  ,  o  3/2 ^2  7  o z 


=>  X  +  y  —  —  x  +  — +  2x  +3x  +  3-2yyx  +3x+2^6x  +2x 

y2  —  2yVx2  +  3x  +  3x2  +  —  X  +  =  2^/óx2  +  2x 

3  3 

<=>  I/2  -  2ia/x2  +  3 X  +  X2  +  3x  +  2x2  - +  rr  =  2^/óx2  +  2x 

3  3 

Ịy  —  a/x2  +  3  A  Ị  +2^x2 — 2x  +  1^  +  —  x  +  —  =  2  *\/6x2  +  2x 
<^[y-4x2  +3x j  +  2(x-l)2  +  ^x  +  ^  =  2>/óx2  +2x  (*) 
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Do  Ịy-^x2  +  3x  j  +  2(x-l)2  >0Vx;y  nên  2^/óx2  +  2x  >^x  + 
Sử  dụng  bất  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 

2^/óx2  +  2x  =  ^4x.(3x  +  l).4  < 

Dấu  "="  xảy  ra  <=>4x  =  3x  +  l  =  4<íí>x  =  l 

I/  -  ựx2  +3x  =0 
X-1  =  0 


4x+3x+l+4  75 

— T— - —  _  X  +  _ 

3  3  3 


7-x  +  ị  =  2ìỊẽxr+ĩx 

3  3 


1 X  =  1 

<=>  (  *  (thỏa  mãn  ĐKXĐ) 

y=2 


Do  đó  phương  trình  (*)  <=> 

luận:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  1  và  y  =  2 


Bài  16:  Giải  hệ  phương  trình: 


12x2  +  y2  -  lOx  + 12  =  6^8x2+12x 
4x2  +  3x  -  ^  =  y\l 4x2  +2x 


PHÂN  TÍCH  CASIO 

Ta  nhận  thấy  từ  điều  kiện  của  hệ  phuơng  trình  thì 
x  =  0 


giá  trị 


x>0 

\  .  Nhưng  thay 
X  <  -2- 
2 


1 


1  vào  phưong  trình  2  ta  đều  thây  vô  lý  do  đó  -V  7"  0;  A'  7"  - 

X  =  —  _  2 

2 


4x2  +  3x  -  — 


nên  từ  phưong  trình  thứ  hai  trong  hệ,  ta  có  y  =  ■ 
phưong  trình  thứ  nhâ't  trong  hệ: 


<s/Ãr2 


+  2x 


ta  thay  vào 


12x2  + 


r  iV 

4x2  +  3x  -  - 


^/4x2  +2x 


-  lOx  + 12  =  6%/8x2  +  12x 


Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  nghiệm  là:  x=2 
Kiểm  tra  điều  kiện  nghiệm  kép.  Xét: 


X 

F(x) 

0 

ERROR 

0,1 

4,712064 
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í 


F(x)  =  12X2 


+ 


\2 


4X2+3X-~ 


4 


4X2  +  2X 


-10X  +  12 


0,2 

2,225275 

0,3 

0,909763 

0,4 

0,215978 

0,5 

0 

0,6 

0,20280 

0,7 

0,794300 

0,8 

1,757012 

0,9 

3,07981 

-6^8X2  +12X 

Xét  các  giá  trị: 

•  START  =  0 

•  END  =  0,9 

•  STEP  =  0.1 

Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm 
nằm  trong  lân  cận  giá  trị  0,5  đồng  thời  hàm  số 
có  dấu  hiệu  tiếp  xúc  vói  trục  hoành.. 

1 

Vì  vậy  nghiệm  x=2  chính  là  nghiệm  kép  của  phuong  ữình 

Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phuong  trình  thứ 
nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 
đánh  giá  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 

1 


4x  +  3x  - 


Ta  thay  giá  trị  x  =  -~  vào  biểu  thức  của  y  ta  thấy:  y  = 


2  ^  4^x2  +  2x 

Hon  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức:  ^4x2  +2x  =  XỈ2  =  y 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  y  -  ^4x2  +  2x  =  0 

Vì  vậy  kết  hợp  2  phuong  trình  chúng  ta  cần  phải  có  Ịy  -  ^4x2  +2x  j 

Ngoài  ra  nghiệm  X  =  ị  là  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hăng  đăng 
thức  (2x-l)2 

Nhung  khi  ta  kết  nối  hai  phuong  trình  trong  hệ  ta  nhận  thấy  hệ  số  của 
y^4x2  +2x  chỉ  là  1  nên  cần  phải  nhân  phuong  trình  hai  trong  hệ  vói  2  rồi 

cộng  vói  phuong  trình  thứ  nhất  trong  hệ  để  có  ịy-  ^4x2  +2x  j  và  (2x  -  lỹ 


=  42 


©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định: 


X  >  0 


x< 
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Ta  có  hệ  phương  trình: 


12x2  +y2-  lOx  +  12  =  6^8x2  +  12x 

4x2  +  3x  -  \  =  ia/4x2  +2x 
2 


Nhân  hai  vế  của  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  vơi  2  rồi  cộng  vế  vơi  vế  hai 
phương  trình  trong  hệ  phương  trình  ta  có: 

=>  12x2  +  y2  -  lOx  + 12  +  2  í 4x2  +  3x  -  ị  -  y  ự 4x2  +  2x  1  =  6^8x2  +  12x 

«•  12x2  +  y2  -  lOx  + 12  +  8x2  +  6x  - 1  -  2y^4x2+2x  =  6n/8x2+12x 

<=>  y2  -  2y^4x2+2x  +  20x2  -  4x  + 11  =  6n/8x2+12x 

<=>  y2  -  2y^4x2+2x  +  4x2  +  2x  +  16x2  -  6x  + 11  =  6^8x2+12x 

«■  Ịy  -  4ĩx2  +  2x  j2  +  (4x  -  2)2  +  lOx  +  7  =  6^8x2  +  12x  (*) 

Do  Ịy-’Ì4x2+2xj  +  (4x-2)2  >  0Vx;y  nên  ón/Ỗx2  +12x  >10x  +  7 

Sử  dụng  bất  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 

6^8x2  +  12x  =  3^8x.(2 X  +  3).4  <  8x  +  2x  +  3  +  4  =  lOx  +  7 


Dấu  "="  xảy  ra  <=>8x  =  2x  +  3  =  4<=>x  =  -2 


y  -  n/Ìx2  +2x  =  0 


Do  đó  phương  trình  (*)  <=> 


y 

4x  -  2  =  0 


«- 


10x  +  7 


=  6x/8 


X2  +  12x 


1 

2  ( Thỏa  mãn) 

1  _ 


KTÍ  luận:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  —  và  y  =  \Ỉ2 
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phương  trình  thứ  hai  trong  hệ,  ta  có  y  - 


llx2  +  20x  + 1  -  4x^3x2  +2x-l 


4^x2  +2x 


ta 


thay  vào  phương  trình  thứ  nhất  trong  hệ: 


X2  + 


nx^  +  20x  +  l-4WậỹT2^ĩ 

4^x2  +  2x 


-8x-2  =  3^3x2-2x 


V  ^  V  ^  1  ^  J 

Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  nghiệm  là:  X  =  1 
Kiểm  tra  điều  kiện  nghiệm  kép.  Xét: 

(  ,  I — - \2 


F(x)  =  x2 


+ 


11X2  +  20X  + 1  -  4X^3X2  +  2X  - 1 
4^X2+2X 

-8X-2-3^3X2-2X 


Xét  các  giá  trị: 

•  START  =  0,5 

•  END  =  1,4 

•  STEP  =  0.1 

Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm  nằm 
trong  lân  cận  giá  trị  1  đồng  thời  hàm  số  có  dấu 
hiệu  tiếp  xúc  vơi  trục  hoành.. 


X 

F(x) 

0,5 

3,3614 

0,6 

3,1692 

0,7 

0,723344 

0,8 

0,218374 

0,9 

0,045731 

1 

0 

1,1 

0,037642 

1,2 

0,14149 

1,3 

0,30298 

1,4 

0,5173216 

Vì  vậy  nghiệm  X  =  1  chính  là  nghiệm  kép  của  phương  trình 
Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phương  trình  thứ 
nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 
đánh  giá  bất  đẳng  thức  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 
Ta  thay  giá  trị  X  =  1  vào  biểu  thức  của  y  ta  thấy: 


y 


llx2  +  20x  + 1  -  4  W3  X2  +  2x  - 1 


■■iS 


4%/x2  +2x 

Hơn  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức:  4T  +  2x=s  =  ị 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  y  -  2 \Ịx2  +2x  =  0 

Vì  vậy  kết  hợp  2  phương  trình  chúng  ta  cần  phải  có  ịy-  2\jx2  +2x  j 

Ngoài  ra  nghiệm  X  =  1  là  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hằng  đẳng 
thức  (x-l)2 

Nhung  vẫn  còn  thành  phần  V' 3x:  •  2x  -  1  =  2  =  2x  do  đó  cần  tạo  ra  hằng 
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đẳng  thức  Ị2x-^3x2  +  2x-lj 


©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định: 


x>ị 

3 


Ta  có  hệ  phương  trình: 


x<-2 

[x2+y2-8x-2  =  3ự3x2-2x 


X  +y  -ÕX-Z  =  Ỏ^ỎX  -zx 

llx2  +20x  +  l  =  4yựx2  +2x  +  4xự3x2  +2x-l 

_ I  '  I _ ^  _ 


Cộng  vế  vói  vế  hai  phương  trình  trong  hệ  phương  trình  ta  có: 

=>  X2  +y2  -  8x  -  2  +  llx2  +  20x  + 1  =  3^3x2  -  2x  +  4 yựx2  +  2x  +  4x^3x2  +  2x  - 1 

<=>  12x2  +  y2  +  12x  - 1  =  3^3x2-2x  +  4yVx2+2x  +  4x^3x2+2x-l 
<»12x2  +y2  +12x-l-4yv/x2  +2x  -4x\/3x2  +2x-l  =  3^3x2  -2x 
^y2  -  4yựx2+2x  +  4(x2  +  2x)  +  4x2  -  4x^3x2+2x-l  +  (3x2  +  2x  - 1) 

+x2  -2x  +  l  +  4x-l  =  3\/3x2  -2x 

<=>Ịy- 2a/x2  +2xj  +|2x-^3x2  +2x-lj  +  (x  - 1)2  +  4x  - 1  =  3n/3x2  - 2x  (*) 

Do  Ịy- 2^x2  +2x j  +Ị2x-n/3x2  +2x-lj  +  (x-l)2  >0Vx;y  nên 
3n/3x2  -2x  >  4x  - 1 

Sử  dụng  bâ't  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 

3ự3x2-2x=3ựx.(3x-2).l<x  +  3x-2  +  l  =  4x-l 
Dấu"="xảyra  <=>x  =  3x-2  =  l<=>x  =  l 

y-2\/x2  +2x  =  0 
2x  -  %/3x2  +2x-l  =  0 


Do  đó  phương  trình  (*)  <=> 


X  =  1  ? 

<=>  •<  (  Thỏa  mãn) 

X-1  =  0  [y  =  2y3 

4x-l  =  3ự3x2-2x 

Kêt  luận:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  1  và  y  =  2\/3 


Bài  18:  Giải  hệ  phương  trình: 


[x2  +  y2  - 5x  + 1  =  sỊĩx2  - X 
X2  +  4x  =  y^x2  +3x  +  ^3x-2 
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PHÂN  TÍCH  CASIO 

7  2 

Ta  nhận  thấy  từ  điêu  kiện  của  hệ  phương  trình  thì  X  >  ^  do  đó  từ  phương 

3 


trình  thứ  hai  trong  hệ,  ta  có  y  = 
thứ  nhất  trong  hệ:  X2  + 


+  4x-^3x-2 

1 


T2  +  4x  -  ^/3x 


X  +3x 
\2 


ta  thay  vào  phương  trình 


4 


X2  +3x 


-5x  +  l 


Kiểm  tra  điều  kiện  nghiệm  kép.  Xét: 


f(x)  =  x2 


+ 


X2+4X-V3X-2 


n/x2+3X 


■5X  +  1 


-n/2X2-X 


Xét  các  giá  trị: 

•  START  =  0,5 

•  END  =  1,4 

•  STEP  =  0.1 

Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm 
nằm  trong  lân  cận  giá  trị  1  đồng  thời  hàm  số 
có  dấu  hiệu  tiếp  xúc  vơi  trục  hoành.. 

Vì  vậy  nghiệm  X  =  1  chính  là  nghiệm  kép  của  phương  trình 
Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phương  trình  thứ 
nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 
đánh  giá  bất  đẳng  thức  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 


X 

F(x) 

0,5 

ERROR 

0,6 

ERROR 

0,7 

0,750196 

0,8 

0,241349 

0,9 

0,051542 

1 

0 

1,1 

0,043045 

1,2 

0,1622294 

1,3 

0,347789 

1,4 

0,593826 

Ta  thay  giá  trị  X  =  1  vào  biểu  thức  của  y  ta  thấy:  y  = 


t2  +4x-%/3x-2 

~1 


=  2 


X2  +3x 


Hơn  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức:  *Jx2  +3x  =2  =  y 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  y  -  *sjx2  +3x  =  0 

Vì  vậy  kết  hợp  2  phương  trình  chúng  ta  cần  phải  có  ịy- \Ịx2  +3x  j 

Ngoài  ra  nghiệm  X  =  1  là  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hằng  đẳng 
thức  (x-l)2 

Đến  đây  vẫn  còn  thành  phần  *j3x-2  =  1  cũng  có  thể  thành  hằng  đẳng  thức 
Ịx  -  a/3x-2  j  hoặc  |V3x-2  - 1  j  .  Nhưng  trong  bài  toán  không  có  biểu 
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thức  w 3x  -  2  do  đó  chỉ  có  thể  lựa  chọn  Ụ3x-2  - 1  j 

Khi  ta  kết  nối  hai  phương  trình  trong  hệ  ta  nhận  thấy  hệ  số  của  y^]x2  +3x 
chỉ  là  1  nên  cần  phải  nhân  phương  trình  hai  trong  hệ  vói  2  rồi  cộng  vơi 

phương  trình  thứ  nhất  trong  hệ  để  có  Ịy  -  V*2  +3x  j  ;  [x  - 1)2  và 

(^3x-2-l)2 

©Bài  giải: 

^  ,  2 

Điều  kiện  xác  định:  X  >  ^ 

3 


Ta  có  hệ  phương  trình: 


X2  +y2  - 5x  +  l  =  \flxT-x 

X2  +4x  =  y^x2  +  3x  +  ^3x-2 

Nhân  hai  vế  của  phương  trình  hai  trong  hệ  với  2  rồi  cộng  vế  với  vế  hai 
phương  trình  trong  hệ  phương  trình  ta  có: 

=>  X2  +  y2  -  5x  + 1  +  2x2  +  8x  =  ^Ịĩx2  -X  +  2 yTx2  +  3x  +  2^3x-2 
«x2  +y2  -5x  +  l  +  2x2  +  8x  -  2 y%/x2  +  3x  -  2a/3x  -  2  =  sỊĩx2  -  X 


^y2  -2yVx2  +3x  +(x2  +3x)  +  (3x-2)-2n/3x-2  +1  +  2x2  -3x  +  2  =  ^2xF 
«Ịy-ựx2  +3xj  +Ị^3x-2  -  lj  +  2(x2  -  2x  + 1)  +  X  =  yịĩx2  -  X 
Ịy- Vx2  +3x  j  +|V3x-2  -lj  +  2(x - 1)2  +  X  =  ^Ịĩx2  - X  (*) 


Do  Ịy-^/x2  +  3xj  +Ị^3x-2  -lj  +2(x-l)2  >0 Vx;y  nên  ^Ịĩx2 
Sử  dụng  bâ't  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 

Dấu"="xảyra  <=>x  =  2x-l  =  l<=>x  =  l 

y  -  Vx2  +3x  =  0 

T-.„  „u,„„ _ ^  ^3x-2  -1  =  0 

Do  đó  phương  trình  (  )  o 


-X  >x 


X-1  =  0 


*=1 

ly =2 


( Thỏa  mãn) 


2x2  -X 
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Kêí  luận:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  -  1  và  y  =  2 


Bài  19:  Giải  hệ  phương  trình: 


y2-|x  +  14  =  33|9x2-|x 
X2  +3x  +  l  =  i/v/.Y2  -  .V  +  3x/4x  +  l 


PHÂN  TÍCH  CASIO 

Ta  nhận  thấy  từ  điều  kiện  của  hệ  phương  trình  thì 


X>1 

1  Nhưng  ta 

-4<x<0 
.4 


thay  2  giá  trị 


X  =  0 

X  =  1 


vào  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  đều  không  thỏa  mãn 


do  đó  từ  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  rút  y  -■ 
vào  phương  trình  thứ  nhất  trong  hệ: 


X2  +  3x  + 1  -  3x/4x  +  l 
n/x2  -X 


thay 


+  3x  +  1  —  3\fĩx  + 1 


T 


~x  +  14  =  3?Í9x2  -\x 

2  T  2 


V  MX  -x  J 

Sử  dụng  SHIFT  CALC  ta  thu  được  nghiệm  là:  X  =  2 
Kiểm  tra  điều  kiện  nghiệm  kép.  Xét: 

-  -  Ĩ~TZ — r\2 

F(x)  = 


X2+3X+1-3VĨX+Ĩ 


l 


X  -X 


--X  +  14 

2 


-3ỈÍ9X2  X 


X 

F(x) 

1,5 

1,653447 

1,6 

0,907056 

1,7 

0,449890 

1,8 

0,179967 

1,9 

0,041129 

2 

0 

2,1 

0,035553 

2,2 

0,13391 

2,3 

0,285561 

2,4 

0,483770 

Xét  các  giá  trị: 

•  START  =  1,5 

•  END  =  2,4 

•  STEP  =  0.1 

Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm 
nằm  trong  lân  cận  giá  trị  2  đồng  thời  hàm  số 
có  dấu  hiệu  tiếp  xúc  vói  trục  hoành.. 

Vì  vậy  nghiệm  x  =  2  chính  là  nghiệm  kép  của  phuong  ữình 
Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phuong  trình  thứ 
nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 
đánh  giá  bất  đẳng  thức  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 
Ta  thay  giá  trị  X  =  2  vào  biểu  thức  của  y  ta  thấy: 
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r- 


X  +  3x  + 1  —  3^  4x  + 1 

n/x2  -  .V 


Hơn  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức:  \/.Y2  -X  =  \fĩ  -  y 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  y  —  \Ịx2  -  X  -  0 

Vì  vậy  kết  hợp  2  phương  trình  chúng  ta  cần  phải  có  Ịy  -  \/.v2  -X  j 

Ngoài  ra  nghiệm  A'  —  2  1  a  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hằng  đẳng 
thức  (x-2)2 

Đến  đây  vẫn  còn  thành  phần  v4x  + 1  =  3  cũng  có  thể  thành  hằng  đẳng  thức 
(ự4x  +  l-3)2. 

Khi  ta  kết  nối  hai  phương  trình  trong  hệ  ta  nhận  thấy  hệ  số  của  yýx2  -  X 
chỉ  là  1  nên  cần  phải  nhân  phương  trình  hai  trong  hệ  với  2  rồi  cộng  vế  với 

vế  hai  phương  trình  trong  hệ  để  có  Ịy  -  V  x:  -  X  Ị  ;  ( .V  -  2  )2  và  (737TĨ-3) 


©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định: 


X>1 

1 


<x<0 


Ta  có  hệ  phương  trình: 


y2  -^x  +  14  =  3^|9x2  ~2X 
+  3x  + 1  =  y\/x2  -X  +  3a/4x  +  1 

1 _ •  L _ ô  _  '  •  n  _ 


Nhân  hai  vế  của  phương  trình  hai  trong  hệ  với  2  rồi  cộng  vế  với  vế  hai 
phương  trình  trong  hệ  phương  trình  ta  có: 

=>2x2  +6x  +  2  +  y2  -^x  +  14  =  3^9x2  +  2 y%/x2  -X  +6a/4x  +  1 

■»2x2  +y2  +^x  +  16-2yA/x2  -X  -6>/4x  +  l  =  3^9x2 
■»y2  -2 yVx2  -X  +  (x2  -xỊ  +  x2  +^x  +  16-6a/4x  +  1  =  3^9x2 
«Ịy-ựx2-xj2+(4x  +  l)-6ự4x  +  l  +  9  +  (x2+4x  +  4)  +  |x  +  2  =  33|9x2- 
<=>  Ịy -ựx2-xj2  +(V4x  +  l- 3)2  +  (x - 2)2  +  |x  +  2  =  33|9x2  - 1 X  (*) 


9.. 

— X 

2 
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Do  Ịy-^/x2  -X  j  +(VĨĨĨĨ-3)  +  (x-2)2  >0Vx;y  nên 


3ỉỉ9x2--x>-x  +  2 


2  2 

Sử  dụng  bất  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 
33|9x^^x=3^y^(2x^ĩ)3<y  +  2x-l  +  3  =  |x  +  2 

Dấu  "="  xảy  ra  <=>^x  =  2x-l  =  3<=>x  =  2 


Do  đó  phương  trình  (*)  <  > 


[1 /-%/x2  -X  =0 
^4x+l -3=0 
x-2  =  0 


x  =  2 

<=>í  /-(Thỏa  mãn) 
.  y  =  v2 


|x  +  2  =  33Ỉ9x2-|x 


Kêf  ỉííận;  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  2  và  y  =  -Jĩ 


Bài  20:  Giải  hệ  phương  trình: 


y2  +  3  =  2\/l0x2  -  2x 

X2  +  3x  + 1  =  yyỊlxTĨ  +  2a/x2  +3x 


PHÂN  TÍCH  CASIO 


1 


Ta  nhận  thấy  từ  điều  kiện  của  hệ  phương  trình  thì  x  -  2  Nhưng  ta  thay 
1 

x  =  2  trị  vào  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  nhận  thấy  không  thỏa  mãn 


do  đó  từ  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  rút  y  = 
vào  phương  trình  thứ  nhất  trong  hệ: 


X2  + 


3x  +  l-2  \lx2  +  3x 


ự2x-l 


thay 


c2  +  3x  + 1  -  2%/x2  +3x 
\Ịĩx-ĩ 


+ 


3  =  2^10x2-2x 


V  " —  7 

Sử  dụng  SHIFT  c ALC  ta  thu  được  nghiệm  là:  X  =  1 
Kiểm  tra  điêu  kiện  nghiệm  kép.  Xét: 

^  X2  +  3X  + 1  -  2%/x2  +  3X 


F(x)  = 


>/2X-l 


+  3 


X 

F(x) 

0,5 

ERROR 

0,6 

0,565617 

0,7 

0,308078 
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-2vlOX2  -2X  w _ ỰTỎỒVÓ 

Xét  các  giá  trị:  5^ _ 0,033884 

•  START  =  0,5  _ 1 _ 9_ 

•  END  =  1,4  1,1  0,03410 

•  STEP  =  0.1  1,2  0,137239 

Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm  1/3 _ 0,310949 

nằm  trong  lân  cận  giá  trị  1  đồng  thời  hàm  số  1,4  0,5571218 

có  dấu  hiệu  tiếp  xúc  vói  trục  hoành.. 

Vì  vậy  nghiệm  X  =  1  chính  là  nghiệm  kép  của  phuong  trình 
Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phuong  trình  thứ 
nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 
đánh  giá  bất  đẳng  thức  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 
Ta  thay  giá  trị  x  =  ĩ  vào  biểu  thức  của  y  ta  thấy: 

X2  +  3x  + 1  -  lJx2  +  3x  „ 


Hon  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức:  y2x-l  =  1  =  y 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  y  - y/lx-l  =  0 

Vì  vậy  kết  hợp  2  phuong  trình  chúng  ta  cần  phải  có  [\Ị  -  y/2x-lj 
Ngoài  ra  nghiệm  X  =  1  là  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hằng  đẳng 
thức  (x-l)2 

Đến  đây  vẫn  còn  thành  phần  ^x2  +3x  .  Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  X  =  1 
nên  có  thể  tạo  liên  hợp  nghiệm  kép  vói  thành  phần  này 

Giả  sử  liên  hợp  vói  a/x2  +3x  =  ax  +  b  khi  đó  a  và  b  là  nghiệm  của  hệ 
ị  a  +  b  =  2  \  a  =  — 


n  1  u  —  u  —  — 

phuong  trình:  <  3  <^><  ^ 

hĩ  [*>=! 

Do  đó  liên  hợp  vói  *Jx2  +3x  =^x  +  ^  hay  ^5x  +  3  -  4^x2  +  3x  j 

Truóc  khi  ta  kết  nối  hai  phuong  trình  trong  hệ  ta  nhận  thấy  hệ  số  của 
y^Ịlx-l  chỉ  là  1  nên  cần  phải  nhân  phuong  trình  hai  trong  hệ  vói  2  rồi 

cộng  vế  vói  vế  hai  phuong  trình  trong  hệ  để  có  [\j  -  %/2x-l  j  và  (x  - 1)2  và 
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liên  hợp  nghiệm  kép  Ịỗx  +  3  -  ấ^x2  +  3x  j 


©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  X  > 


1 


Ta  có  hệ  phương  trình: 


y2  +  3-  2x/l0x2  -  2x 
X2  +  3x  + 1  =  yTĩx  - 1  +  2^/x2  +  3x 

Nhân  hai  vế  của  phương  trình  hai  trong  hệ  vơi  2  rồi  cộng  vế  vơi  vế  hai 
phương  trình  trong  hệ  phương  trình  ta  có: 

=>  2x2  +  6x  +  2  +  y2  +  3  =  2Ự1OX2  -  2x  +  2yy[ĩx  - 1  +  4 ựx2  +  3x 

<=>  2x2  +  6x  +  y2  +  5  -  lyTTc  - 1  -  4%/x2  +  3x  =  2^/lOx2  -  2x 

<^y2  -  2yự2x  - 1  +  (2x  - 1)  +  2x2  +  4x  +  6  -  4  %/x2  +  3x  =  2^/lOx2  -  2x 

•»Ịy-V2x-l  j  +  2(x-l)2  +  8x  +  4-4>/x2  +  3x  =  2x/ĨÕx2  -2x 
<=^Ịy-\/2x-l i  +  2(x-l)2  +  (5x  +  3)-4^x2  +  3x  +  3x  + 1  =  2x/l0x2  -2x 

,  - - -  2  x2  Í5x  +  3)2 -ló(x2 +3x)  1 - — - 

«•  y-V2x-l  +2(x-l)  +— -  ;  ^  +  3x  +  l  =  2^/l0x2-2x 

(5x  +  3)  +  4yx2  +3x 

<=>(y->/2*-l)2+2(z-l)2+- — —  ~18*  +  9  —  +  3x  +  l  =  2ựl0x2-2x 

(5x  +  3)  +  4vx2  +3x 

«íy-ự2x-l'Ị2+2(x-l)2+- - 9^x~1)  -  +  3x  + 1  =  2\/l0x2  - 2x  (*) 

1  ’  y  ’  (5x  +  3)  +  4ựT7T 

Do  (y - a/2x-1Ì  +  2(x-l)2+- - - - )  >0Vx>  j-;yeR  nên 

1  ’  y  ’  (5x  +  3)  +  4ựT7T  2* 

2ựl0x2  -2x  >3x  +  l 

Sử  dụng  bâ't  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 

2x/l0x2  -2x  =  x/80x2  -16x  =  ^4x.(5x-l).4  <  4x  +  5x-l  +  4 

Dấu  "="  xảy  ra  <=>4x  =  5x-l  =  4<=>x  =  l 


—  3x  + 1 
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Do  đó  phương  trình  (*)  o 


\x  =  l 

[y  =  i 


( Thỏa  mãn) 


y-ự2x-l=0 
X-1  =  0 

3x  +  l  =  2ựl0x2-2x 
Kết  luận:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  1  và  y  -  1 
Chú  ý:  Ngoài  cách  xử  lý  trên  chúng  ta  có  thể  làm  theo  cách  như  sau: 

Cách  2:  Do  biểu  thức  'ịx1  +  3x  rất  khó  đánh  giá  là  nên  giải  quyết  theo  cách 
gì.  Hơn  nữa 

2^/lOx2  -  2x  =  llÕÕT  -  16x  =  3^4x.  (5x  - 1).4  <  4x  +  5*  ~ 1  +  4  =  3x  + 1 

Nên  còn  dư  lại  thành  phần:  5x  +  3  -  4\/x2  +  3x  .  Chúng  ta  có  thể  đánh  giá 
bằng  xét  hàm  /(x)  =  5x  +  3  -  4a/x2  +  3x  với  X  > 


Ta  có:  /  (x)  =  5  — 4x  +  6  _ Q ^ 5 ựx2  +  3x  =  4x  +  6<=>x  =  l 
Ta  có  bảng  xét  dấu: 


X 

1 

—  1  +00 

2 

/■w 

-  0  + 

Từ  bảng  xét  dấu  ta  thây  /Ịxj  >  /Ịl)  =  0 

Do  đó  5x  +  3  -  4^x2  +3x  >0  Vx  >  4 

2 

Và  5x  +  3  -  4^x2  +  3x  =  0  <íí>  X  =  1 

Do  đó  chúng  ta  vẫn  đánh  giá  được  bình  thường  như  sau: 

ịy- ^2x-lỊ  +  2(x-l)2  +  (5x  +  3) - 4^x2  +  3x  +  3x  + 1  =  2%/lOx2  —  2x  (1) 


Do  5x  +  3  -  4^x2  +3x  >0  Vx  >  ị  và 

2 

Ịy-\/2x-l  j  +2(x-l)2  >0  Vx>^-;yeR 

Nên  2\/l0x2  -  2x  >  3x  + 1 

Sử  dụng  bâ't  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 

2ựl0x2  -  2x  =  ^80x2  -  16x  =  ^4x. (5x  - 1).4  <  4x  +  5*  ~ 1  +  4  =  3x  + 1 

Dấu  "="  xảy  ra  <=>4x  =  5x-l  =  4<=>x  =  l 
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'y-y/lx-l  =0 


Do  đó  phương  trình  (1)  < 


X -1=0  ị X=1 

1— -  -Ị  (  Thỏa  mãn) 

5x  +  3-4yx2 +3x  =0  \y  =  1 

3x  +  l  =  2%/l0x2  -2x 


Kềí  luận:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  1  và  y  =  1 


Bài  21:  Giải  hệ  phương  trình: 


y2  -X2  -  3  =  ^4x2  — 


y~  -  x~  -  ỏ  =  y  4X"  +  4x 
2  +  X  +  2  +  4\/x3  +2x  +  l  =  lyTTc- 


PHÂN  TÍCH  CASIO 

Ta  nhận  thấy  từ  điều  kiện  của  hệ  phương  trình  thì  0  <  X  <  7  Nhưng  ta  thay 
x  =  0 


giá  trị 


x  =  7 


vào  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  nhận  thấy  không  thỏa  mãn 


do  đó  từ  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  rút  y  = 
thay  vào  phương  trình  thứ  nhất  trong  hệ: 

f  I — - ■'yL 

X2  +  X  +  2  +  4yx3  +  2x  + 1 


X2  +  X  +  2  +  4^x3  +2x  +  l 
2  %/7x-x2 


2  Tĩx- 


c2  -  3  =  %/ix2  +4x 


Kiểm  tra  điều  kiện  nghiệm  kép.  Xét: 


í 


F(xy- 


xz  +  X  +  2  +  4^/x;>  +  2X  + 1 


2^7X-XZ 

-3-°<j4X2  +4X 

Xét  các  giá  trị: 

•  START  =  0,5 

•  END  =  1,4 

•  STEP  =  0.1 

Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm 
nằm  trong  lân  cận  giá  trị  1  đồng  thời  hàm  số 
có  dấu  hiệu  tiếp  xúc  vói  trục  hoành.. 

Vì  vậy  nghiệm  X  =  1  chính  là  nghiệm  kép  của  phuong  ữình 

Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phuong  trình  thứ 

nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 


-X2 


X 

F(x) 

0,5 

0,971807 

0,6 

0,557423 

0,7 

0,288736 

0,8 

0,120525 

0,9 

0,028725 

1 

0 

1,1 

0,0269787 

1,2 

0,105882 

1,3 

0,235241 

1,4 

0,4151726 
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đánh  giá  bất  đẳng  thức  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 
Ta  thay  giá  trị  X  =  1  vào  biểu  thức  của  y  ta  thấy: 

X2  +x +  2  +  4  a/x3  +  2x  + 1  /7 

y= - -  f== - =V6 

2  V7x-x2 

Hơn  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức:  \l7x  -  x2  =4ỏ=y 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  y-  a/7x-x2  =  0 

Vì  vậy  kết  hợp  2  phương  trình  chúng  ta  cần  phải  có  Ịy  -  a/7x-x2  j 

Ngoài  ra  nghiệm  X  =  1  là  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hằng  đẳng 
thức  (x-l)2 

Đến  đây  vẫn  còn  thành  phần  a/x3  +2x  +  1  .  Chúng  ta  chưa  biết  sẽ  xử  lý  như 
thế  nào.  Vì  lượng  trong  căn  là  bậc  3  nên  việc  tạo  ra  liên  hợp  nghiệm  kép 
gặp  khó  khăn  (  vì  với  bậc  3  như  thế  này  cần  phải  tạo  liên  hợp  có  bậc  2  là: 
flx2  +  hx  +  c  mà  chỉ  có  2  phương  trình  nên  chúng  ta  không  thể  xử  lý  hết 
được)  Gặp  phải  tình  huống  như  thế  này  thì  bài  toán  có  thể  phải  xét  hàm  để 
giải  quyết  nốt  bài  toán  hoặc  có  thể  có  thêm  nghiệm  ngoại  lai  nào  đó.  Còn 
việc  xét  hàm  nào  thì  sau  khi  biến  đổi  xong  chúng  ta  sẽ  biết. 

Trước  khi  ta  kết  nối  hai  phương  trình  trong  hệ  ta  nhận  thây  hệ  số  của 

yy7x  -  X2  là  2  nên  chỉ  cần  cộng  vế  với  vế  hai  phương  trình  trong  hệ  để  có 
thành  phần:  Ịy  -  \Ị7x  -  X2  j  và  (x-l)2 
©Bài  giải: 

Điều  kiện  xác  định:  0  <  X  <  7 


Ta  có  hệ  phương  trình: 


y2  -  X2  -  3  =  y/ix2  +4x 

X2  +  X  +  2  +  4  y/x3  +2x  +  1  =  2  yV7x-x2 


Cộng  vế  với  vế  hai  phương  trình  trong  hệ  phương  trình  ta  có: 
=>y2-x2-3  +  x2+x  +  2  +  4\/x3  +2x  +  l  =  2  y\/7x-x2  +  \/4x2  +4x 

<z>y2  +  x-1  +  4Vx3+2x  +  1  =  2  y^7x  -  X2  +  ^4x2  +  4x 

<=>y2  -2y*\/7x--x2"  +  Ị7x-x2ì  +  x2  - 6x - 1  +  4%/x3  +  2x  + 1  =  %/ix2  +  4x 

«-(y- ^7x-x2  ]  +  X2  - 6x - 1  +  4^x3  +  2x  + 1  =  ^/ix2  +  4x 
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oịy  -\J7x-x2  j  +  X2  -  2x  + 1  -  4x  -  2  +  ấ\Ịx3  +  2x  + 1  =  +  4x 

<=>  Ịy-^7x-x2  j  +  (x - 1)2  - 4x - 2  +  Wx3  +  2x  + 1  =  -s/ềx2  +  4x 

PHÂN  TÍCH 

Ta  nhận  thấy  nếu  đến  đây  chúng  ta  áp  dụng  bất  đẳng  thức  AM-GM  có: 
%/ix2  +  4x  =  ^2x.(x  +  l).2  <  2x  +  :*y~l  +  2  _x  +  2 
Khi  đó  phương  trình  sẽ  thành: 

<=>Ịy -  ^7x-x2  j  +  (x-l)2  -5x-3  +  4^x3  +  2x  +  l  +  x  +  l  =  ^/4x2  +  4x 

Như  vậy  lượng  còn  lại  cần  xử  lý  là  Ị-5x  -  3  +  4  Vx3  +  2x  + 1  j  Ta  nhận  thấy 

/  y— — - V  16Íx3+2x  +  l)-(5x  +  3)2 

nếu  liên  họp  -5x  -  3  +  4yx3  +  2x  + 1 Ị  =  — - - - - - Ý  =  — 

'  '  (5x  +  3)  +  4Vx3+2x  +  1 

16x3  -  25x2  +  2x  +  7  _  (l6x  +  7)(x-l)2 
(5x  +  3)  +  4n/x3+2x  +  1  (5x  +  3)  +  4n/x3+2x  +  1 

Với  0<x<7  thì  (5x  +  3)  +  4\/x3  +  2x  +  l  >0  và  (l6x  +  7)>0  do  đó: 

(l6x  +  7)(x-l)2  .  ,  . 

- — ^ — 2A  ' _ >  0  dấu  "="  xảy  ra  khi  X  =  1 

(5x  +  3)  +  4yx3  +  2x  + 1 

Như  vậy  bài  toán  được  xử  lý  khá  gọn. 


•»Ịy- ^7x-x2  j  +(x-l)2  -  5x-3  +  4^x3  +  2x  +  l  +  x  +  l  =  %/4x2  +4x 
^(y-V7x- 


-X2  I  + 


(x-1)2 


16! 

X3  +2x  +  l 

V 

)-(5x  +  3)2 

(5x  +  3) 

1  +  4^ 

X3  +2x  +  l 

^(y-ự7x-x2)2+(x-l)2+  —  25x^+2x  +  7  +x  +  l  =  ^4x2  +4x 
1  /  v  7  (5x  +  3)  +  4ựx3+2x  +  l 

^(y-ự7x-x2)2+(x-l)2+  (16x  +  7)(x~1)  -  +  x  +  ĩ  =  yhx2+4x  (*) 

v  '  (5x  +  3)  +  4Vx3+2x  +  1 
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Do  Ịy-^7x-x2  j  +  (x-l)2>0  Vxe[0;7];y  e.R  và 

- — - — — - ì  =>0  Vxe[0;7l  nên  Ẵ$4x2  +  4x  >x  +  l 

(5x  +  3)  +  4yx3  +  2x  + 1 

Sử  dụng  bất  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 
ậ X.  (x  + 1)  .2  <  2x  +  x  + 1  +  2 


=  X  + 1 


Dấu  "="  xảy  ra  <=>2x  =  x  +  l  =  2<=>x  =  l 

I  y- v7x-x^  =  0 

Do  đó  phương  trình  (*)  <=>  < 


x-1-O  Jx=l 

(l6x  +  7)(x-l)2  =0^|y  =  >/6 

"V*  _1_  1  _1_  A  V 


( Thỏa  mãn) 


[x  + 1  =  \Zixz  +  4x 

Kêf  ỉííận;  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  1  và  y  =  Vb 
Chú  ý:  Ngoài  cách  xử  lý  trên  chúng  ta  có  thể  làm  theo  cách  như  sau: 
Cách  2:  Nếu  chúng  ta  thầy  khó  khăn  khi  liên  hợp  biểu  thức 

Ị-5x  -  3  +  4\/x3  +2x+l j  thì  cũng  có  thể  đánh  giá  bằng  xét  hàm 
/(x)  =  -5x-3  +  4^x3  +2x  +  l  với  0<x<7 

Ta  có:  /  (x)  =  -5  +  fa2+4  =  0^5%/x3  +  2x  +  l  =  6x2  +  4^x  =  l 

+  2.X  +  1 

Ta  CÓ  bảng  xét  dấu: 


X 

0  1  7 

/'(*) 

-  0  + 

Từ  bảng  xét  dấu  ta  thấy  /(*)  ^  /( l)  =  0 

Do  đó  -5x -  3  +  4^x3  +  2x  + 1  >  0  Vxe[ũ;7] 

Và  -5x-3  +  4a/x3  +  2x  +  1=  0<=>x  =  1 

Do  đó  chúng  ta  vẫn  đánh  giá  được  bình  thường  như  sau: 

o(y-^7)  +  (x-l)2  -  5x-3  +  4^x3  +  2x  +  l  +  x  +  l  =  %/4x2  +4x  (1) 
Do  -5x -  3  +  4^x3  +  2x  + 1  >  0  Vxe[ũ;7]  và 
Ịy- ^7x-x2  j  +  (x-l)2  >0  Vxe[ũ;7];y eR 
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nên  34ĩĩ  +  4x  >  X  + 1 

Sử  dụng  bất  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 
^/47^  =  ự2x.(x  +  l).2<2x  +  x3+1  +  2=x  +  l 

Dấu  “="  xảy  ra  <=>2x  =  x  +  l  =  2<=>x  =  l 

\y-\f7x 

Do  đó  phương  trình  (*)  <=> ' 


X2  =0 


x-1  =  0 


X  =  1 


4n/xj  +  2x  +  1  —  5x  +  3 
x  +  l  =  ^4x2  +4x 

Kết  luận:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  1  và  y  =  \[ỏ 


<=>• 


y 


=  x/6 


( Thỏa  mãn) 
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do  đó  từ  phương  trình  thứ  hai  trong  hệ  rút  y  ■- 
thay  vào  phương  trình  thứ  nhất  trong  hệ: 


X  —  3x  +  3  +  3^3x3  +  5x  + 1 


c  —  3x  +  3  +  3'\j3x 3  +  5x  + 1 
4\/6x-x2 


-x-2  =  \Zix2  + 


4x 


4x/6x-: 


Kiểm  tra  điều  kiện  nghiệm  kép.  Xét: 

'x2  -  3X  +  3  +  3\j3X2  +  5X+ 1 


F(x): 


V 


4n/6X-Xz 

-2-n/4X2+4X 

Xét  các  giá  trị: 

•  START  =  0,5 

•  END  =  1,4 

•  STEP  =  0.1 

Qua  bảng  giá  trị  trên,  ta  nhận  thấy  nghiệm 
nằm  trong  lân  cận  giá  trị  1  đồng  thời  hàm  số 
có  dấu  hiệu  tiếp  xúc  vói  trục  hoành.. 

Vì  vậy  nghiệm  X  =  1  chính  là  nghiệm  kép  của  phương  trình 
Do  bài  toán  có  nghiệm  kép  khi  dùng  phép  thế  ẩn  y  vào  phương  trình  thứ 
nhất  trong  hệ.  Do  đó  bài  toán  hoàn  toàn  có  thể  sử  dụng  hằng  đẳng  thức  và 
đánh  giá  bất  đẳng  thức  AM  -  GM  để  giải  quyết  bài  toán 
Ta  thay  giá  trị  X  =  1  vào  biểu  thức  của  y  ta  thấy: 

X  —  3x  +  3  +  3^3x3  +  5x  + 1 


■X 


X 

F(x) 

0,5 

1,385638 

0,6 

0,80666 

0,7 

0,42266 

0,8 

0,178015 

0,9 

0,042727 

1 

0 

1,1 

0,040532 

1,2 

0,159637 

1,3 

0,355675 

1,4 

0,629161 

y 


DX-X 


Hơn  nữa  khi  ta  thay  giá  trị  của  X  vào  biểu  thức:  ^6x-x2  =  4E  =  2 y 
Do  đó  mối  quan  hệ  giữa  X  và  y  là  2 y  -  ^6x-x2  =  0 


Vì  vậy  kết  hợp  2  phương  trình  chúng  ta  cần  phải  có 

Ngoài  ra  nghiệm  X  =  1  là  nghiệm  kép  của  bài  toán  nên  cần  tạo  hằng  đẳng 
thức  (*-l)2 

Đến  đây  vẫn  còn  thành  phần  4 3x 3  +5x  +  l .  Chúng  ta  chưa  biết  sẽ  xử  lý 
như  thế  nào.  Vì  lượng  trong  căn  là  bậc  3  nên  việc  tạo  ra  liên  hợp  nghiệm 
kép  gặp  khó  khăn  (  vì  vói  bậc  3  như  thế  này  cần  phải  tạo  liên  hợp  có  bậc  2 
là:  ax2  +  bx  +  c  mà  chỉ  có  2  phương  trình  nên  chúng  ta  không  thể  xử  lý  hết 
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được)  Gặp  phải  tình  huống  như  thế  này  thì  bài  toán  có  thể  phải  xét  hàm  để 
giải  quyết  nốt  bài  toán  hoặc  có  thể  có  thêm  nghiệm  ngoại  lai  nào  đó.  Còn 
việc  xét  hàm  nào  thì  sau  khi  biến  đổi  xong  chúng  ta  sẽ  biết. 

Trước  khi  ta  kết  nối  hai  phưong  trình  trong  hệ  ta  nhận  thấy  hệ  số  của 

yựóx-x* 2  là  4  nên  chỉ  cần  cộng  vế  vói  vế  hai  phưong  trình  trong  hệ  để  có 
thành  phần:  ịly-^lỏx-x2  j  và  (x-l)2 
©Bài  giải: 

Điêu  kiện  xác  định:  0  <  X  <  6 


Ta  có  hệ  phưong  trình: 


4y 

,2 


-2  =  ặĩxz+4x 

x~  —  3x  +  3  +  3n/3x3  +  5x  +  1  =  4y\/6x-x2 
Cộng  vế  vói  vế  hai  phương  trình  trong  hệ  phương  trình  ta  có: 

=> 4y2  -X-2  +  X2  -3x  +  3  +  3\/3x3  +  5x  +  l  =  4 y^óx-x2  +  ^4x2  +4x 

<»4 y2  +x2  -4x  +  l  +  3>/T3T5x+ĩ  =  4y>/6xTc2"  +  \/4x^+4x 

<ĩ=>4y2  -4 y^6x-x2  +  Ịóx-x2ì  +  2x2  -10x  +  l  +  3\/3x3  +5x  +  l  =  Ẳ/4x2  +4x 


<=> [yy - n/óx-T2" j  +  2x2  - lOx  + 1  +  3^3x3  +  5x  + 1  =  ^/ix2  +  4x 
<=>|2y-V6x-x2  j  +  2x2  -4x  +  2-6x-l  +  3a/3x3  +  5x  + 1  =  %/ix2  +  4x 

<=>Ị2 y-N/óx-x2  j  +2(x-l)2 -6x-l  +  3^/TTTT-T  =  ^/4xT-4x 

PHÂN  TÍCH 

Ta  nhận  thầy  nếu  đến  đây  chúng  ta  áp  dụng  bất  đẳng  thức  AM-GM  có: 

^47T^  =  ự2x.(x  +  l).2<2x  +  *  +  1  =x  +  l 

3 

Khi  đó  phưong  trình  sẽ  thành: 

<=>^2  y-ựóx-x2  j2+2(x-l)2-7x-2  +  3ự3x3+5x  +  l  +  x  +  l  =  ự4x2+4x 

Như  vậy  lượng  còn  lại  cần  xử  lý  là  Ị-7x  -  2  +  3^3x3  +  5x  +  l  j  Ta  nhận  thấy 

/  f — - X  9Í3x3+5x  +  l)-(7x  +  2)2 

nếu  liên  họp  I  -7x  -  2  +  3v3x3  +  5x  + 1  =  — - - - - T=  =  =- 

v  '  (7x  +  2)  +  3n/3x3+5x  +  1 
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27 X3  -49x2  +  17x  +  5  _  (27x  +  5)(x-l )2 

(7x  +  2)  +  3n/3x3+5x  +  1  (7x  +  2)  +  3n/3x3 +5x  +  1 

Vói  0<x<6  thì  (7x  +  2)  +  3%/3x3  +  5x  + 1  > 0  và  (27x  +  5)>0  do  đó: 

(27x  +  5)(x-l)2  . 

- — — — — -  J  >  0  dấu  "="  xảy  ra  khi  X  =  1 

(7x  +  2)  +  3V3x3+5x  +  1 

Như  vậy  bài  toán  được  xử  lý  khá  gọn. 


<=>|2 y-^óx-x2  j  +  2(x-l)2  - 6x - 1  +  3>/3x^+5x-i-T  =  ^/ềx^+ềx 

<=>Ị2y-^/6x--x2 j  +  2(x-l)2  -  7x-2  +  3^3x3  +5x  +  l  +  x  +  l  =  %/ềx2  +4x 

/  , - -\2  ,  -  9Í3x3+5x  +  l)-(7x  +  2)2  - 

^|2y-V6x-x2  1  +2(x-l)  +  -A - - —  /  =  -  +  x  +  l  =  %/4x2  +4x 

1  ’  y  ’  (7x  +  2)  +  3ự3x3+5x  +  l 

<=>Í2i/-%/6x--x2"|2  +2Íx-l)2  + +  X  + 1  =  ^x^+4x 
V  ;  (7x  +  2)  +  3V3x3+5x  +  1 

«Í2y-ự6x-x2  )2+2(x-l)2+- — (27x  +  5)(x~1)  +X  +  I  =  ự4x2 +4x 

v  '  (7x  +  2)  +  3V3x3+5x  +  1 

Do  ịly  ~^6x  -  X2 1  +2(x-l)2>0  Vxe[ũ;ó];yeR  và 


— — - — — - -ỊÍ  I  >0  Vx  e  [ũ;  6]  nên  ^/ềx2  +4x  >  X  + 1 

(7x  +  2)  +  3V3x3+5x  +  1 

Sử  dụng  bâ't  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 

=  pxịx  + 1)  .2  <  2x  +  x  + 1  +  2 


=  X  + 1 


Dấu  “="  xảy  ra  <=>2x  =  x  +  l  =  2<=>x  =  l 

[  2  y  -  Vóx-x2  =  0 


Do  đó  phương  trình  (*)  <=> 


x-1  =  0 

(27x  +  5)(x-l)2  =0 
x  +  l  =  -\/4x2  +4x 


X  =  1 


>/5  ( Thỏ3  mãn) 


y  2 
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Kết  luận :  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  1  và  y  = 


yỊE 


Chú  ý:  Ngoài  cách  xử  lý  trên  chúng  ta  có  thể  làm  theo  cách  như  sau: 
Cách  2:  Nếu  chúng  ta  thấy  khó  khăn  khi  liên  hợp  biểu  thức 

ị-7x-  2  +  3^3x3  +  5x  +  l  j  thì  cũng  có  thể  đánh  giá  bằng  xét  hàm 


f(x)  =  -7x-  2  +  3^3x3  +  5x  +  l  vói  0<x<6 


Ta  có:  /  (x)  =  -7+  27*2+15  --  =  0ou4TF+ỉx  +  ĩ  =  27x2  +l5ox  =  l 

2y3x  4-  5x  + 1 

Ta  có  bảng  xét  dâu: _ 


X 

0  1  6 

/■w 

-  0  + 

Từ  bảng  xét  dấu  ta  thấy  /(x)  >  /(l)  =  0 

Do  đó  -7x- 2  +  3%/3x3+5x  +  1>0  Vxe[ũ;6] 

Và  -7x- 2  +  373x3+5x  +  l  =  0«x  =  l 

Do  đó  chúng  ta  vẫn  đánh  giá  được  bình  thường  như  sau: 

«|2y-ự6x-x2  j2+2(x-l)2-7x-2  +  3ự3x3+5x  +  l  +  x  +  l  =  ự4x2+4x  (1) 

Do  -7x - 2  +  3%/3x3  +  5x  + 1  > 0  Vxe[ũ;6] 

và  Ị 2 y-7óx-x2  j  4-2(x-l)2  >0  Vxe[0;ó];y eR 


nên  Ẳ/ềx2  +4x  >  X  4- 1 

Sử  dụng  bâ't  đẳng  thức  AM-GM  ta  nhận  thấy: 
^/47^  =  ự2x.(x  +  l).2<2x  +  x  +  1  +  2=x  +  l 
Dấu  "="  xảy  ra  <=>2x  =  x  +  l  =  2<=>x  =  l 

r  2y  —  7óx-x2  =  0 


Do  đó  phương  trình  (*)  <=> 


X-1  =  0 

3n/3x3  4~  5x  4~ 1  =  7x  4~  2 


«>1 


x  +  1 


=  7Ĩ 


X  =  1 


y  =  - 


^5  ( Thỏa  mãn) 


X  +  4x 


ỈCểỉ  /wổn:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  duy  nhất:  X  =  1  và  y  = 


75 
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Kỹ  thuật  1:  Phá  biểu  thức 

Kỹ  thuât  1.1:  Kỹ  thuât  phá  biểu  thức  1  biến: 

Ví  dụ:  Rút  gọn  biểu  thức  sau:  X2  +  X  +  3  =  (x  +  l)ựx-l 

Bình  phương  hai  vế  của  phương  trình  ta  có:  ị^x2  +  X  +  3  j  =  ịx  + 1)2  (x- 1) 

Thay  X  =  100  vào  hai  vế: 

(x2+x  +  3)2  =  102070609  =  1004  +  2.1003  +  7.1002  +  600  +  9  =  X4  +  2x3  +7x2+6x  +  9 
(x  + 1)2  (x  - 1)  =  1009899  =  1003  + 1002  - 100  - 1  =  X3  +  X2  -  X  - 1 

Do  đó:  (x2+x  +  3)2  =(x  +  1)2(x-1)^x4+2x3+7x2+6x  +  9  =  x3+x2-x-1 

Kỹ  thuât  1.2:  Kỹ  thuât  phá  biếu  thức  2  biến: 

Cách  1:  Sử  dụng  CALC: 

Ví  dụ:  Rút  gọn  biểu  thức:  ịx  +  y-  l)(2x  -  y  +  3) 

Chú  ý  rằng  khi  tách  ra  ta  có  2x2  -  3  (Tính  2  cái  đầu  và  cuối  thôi,  nó  khá  cơ 
bản)  do  đó  hay  x  =  1000,y  =  ^^  vào  (x  +  y-l)(2x-y  +  3)-|2x2 -3)  ta  có: 

(x  +  y  -  l)(2x  -  y  +  3)  -  (2x2  -  3)  =  1010.0399  =  1000  + 10  +  0.04  -  0.0001 

(x  +  y  -  l)Í2x  -  y  +  3)  -  Í2x2  -  3)  =  1000  + 1000.  —Ị—  +  -T - — —  =  X  +  xy  +  4y  -  y2 

\  J  \  )  100  100  100 

vậy  (x  +  y-l)(2x-y  +  3)  =  ^2x2  -  3Ì  +  x  +  xy  +  4y-y2. 

Cách  2:  Giảm  một  biến  (An  toàn  hiệu  quả): 

Ví  dụ:  Rút  gọn  biểu  thức:  íx2  +  y2  -  y  +  2  j  .  Gán  y  =  100  ta  có: 

(x2  +  y2  -  y  +  2)2  =  (x2  +  9902)2  =  X4  +  19804x2  +  98049604 

m  Í19804  =2y2  -2y+4 

Tự  tách  các  biếu  thức:  < 

[98049604  =  yi  -  2y3  +  5y2  -  4y  +  4 

Vậy  (x2+y2-y  +  2)2  =x4 +(2y2 -2y +  4)x2 +y4 -2y3 +5y2 -4y  +  4 
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Kỹ  thuật  2:  Chia  đa  thức  không  chứa  căn 

Kỹ  thuât  2.1:  Chia  đa  thức  1  biến: 

,,,  ,  _ _ ,  -Ị  r  X5  -2x4  -6x3  -2x2  +23 x+7 

Ví  dụ:  Rút  gọn  biêu  thức:  - — - - 

X  —  3x  —  1 

X5  -2  V 1  -  6  V '  -  2  V2  -  73  V  +  7 

Thay  X  =  100  vào  biếu  thức - — - -  ta  được: 

X2  -  3x  - 1 

x5-2x  - 6x3  - 2x2  +  23x  +  7  =  1009793  =  10Q3  +  10Q2  _ 200 - 7 
X2  -  3x  - 1 

X5  - 2x4  - 6x3  - 2x2  +  23x  +  7  3.2  „ 

X2  -  3x  - 1 

Kỹ  thuât  2.2:  Chia  đa  thức  2  biến: 

Ví  dụ:  Rút  gọn  biểu  thức  *3  +  +  y  +  y2  +  v+3u+3y 

x  +  ỵ 

Cách  1:  Sử  dụng  CALC: 

I 

Thay  X  =  1000,  y  =  —7-  ta  có  kết  quả: 

1  ^100 

T±jTỵ±ỷ±ỵỉ±g±jĩ±jỵ = 1000013.01 

x  +  ỵ 

11 

=  10002  + 1000.  — —  +  3  + _ =  X2  +  xy  +  y  +  3 

100  100  *  * 

Hay  nói  cách  khác  phân  tích  đa  thức  nhân  tử  ta  được  kết  quả 
X3  +  2  X2y  +  xy2  +  y2  +  xy  +  3x  +  3y  =  (x  +  y)[x2  +  xy  +  y  +  3) 

Cách  2:  Sơ  đồ  Hoorne  (Chậm  mà  chắc): 

..  -tnn  * _  X3  +  200x2  +  10103x  + 10300 

Gán  y  =  100  ta  được:  - — — - 

x  +  100 


Lập  sơ  đồ  Hoorne: 


X 

1 

200 

10103 

10300 

-100 

1 

100 

103 

0 

ố  X3  +  200x2  +  10103x  + 10300  2  irtrt„  mo 

Vậy - —-^-2 - =  X  +  lOOx  + 103 

'  x  +  100 

Hay  X3  +  2x2y  +  xy2  +  y2  +  xy  +  3x  +  3y  =  (x  +  y)(x2  +  xy  +  y  +  3) 


3 
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Kỹ  thuật  3:  Khai  căn 

Kỹ  thuât  3.1:  Khai  căn  1  biến  không  chứa  căn: 

Rút  gọn  biểu  thức:  \Jx4  +  6x3  +  llx2  +  6x  + 1 

Gán  x  =  100  ta  có:  \JTTTTC-ĨĨT~+ 6x+7= 10301  =  X2 +3x+l  . 

Kỹ  thuât  3.2:  Khai  căn  1  biến  có  chứa  căn: 

Rút  gọn  biểu  thức:  ^x4  +  2x2  +  X  +  2ịx2  + 1  i  \/x  - 1 

Gan  X  —  3  ta  co:  ,^x4  +  2x2  +  X  +  2^x2  +  l^^s/x  — =  11.41421356  =10  + 

Gan  X  =  4  ta  co:  ,^x4  +  2x2  +  X  +  2 Ị  A  2  +  1 Ị  v.v  — _!  — 18.73205081  =17  +  x/ĩ"" 

Vậy  Jx4  +  2x2  +  x  +  2Íx2  +  lWx-l  =  A  +  y/x  —  1  vì  I  ^ 

V  y  >  Ịx=4^^/^ĩ=^/3 

Xét  Jx4  +2x2  +  x  +  2|x2  +i)a/x-1  -<v/x-1  CALC  100  ta  có: 

Jx^2x^Tx  +  2(x2Tĩj^^- n/x^Ĩ  =  10001  =  1002  +l  =  x2  +1 

Kỹ  thuât  3.3:  Khai  căn  2  biến  không  chứa  căn: 

Rút  gọn  biểu  thức:  -Jx4  +  2x2y  +  y2  +  2x2  +  2y  + 1 
1 

Gán  X  =  1000,  y  -  —z~  ta  có: 
y  100 


,Jx4  +2x2y  +  y2  +2x2  +2y  +  l  =  1000001.01  =  10002  +l  +  ^T  =  x2  +y  +  l 

Kỹ  thuât  3.4:  Khai  căn  2  biến  chứa  căn: 

Rút  gọn  biểu  thức:  ^ịx2  +  (y  +  2)x  +  2  +  2(x  +  ĩJ  ~Jxi/  + 1 

Gán  x  =  y  =  1:  ^x2  +  (y  +  2) X  +  2  +  2(x  + l)ự  xy  + 1  =  3.414213562=  2+^ 
Gân  X  =  2, y  =  1 1  <^x  +  ^y  +  2^x  +  2  +  2^x  + 1  ^j<\Ịxy  + 1”  =  4.232050808  —  3  +  >/3 


\x — y — ^  ^  + 1 — 


.  Do  đó  xét: 


<^x  +  (y  +  2)  X  +  2  +  2(x  +  l)ựxy -\Jxy  + 1  CALC  X  —  1000,  y  —  : 

fr  +  (y  +  2)x  +  2  +  2(x  + 1  ^j^xy  +  1"  —  ^xy  + 1  =  1001  —  X  + 1 
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Kỹ  thuật  4:  Rút  gọn  biểu  thức  dãy  sô 

1  1  1 

Rút  gọn  biểu  thức:  + ...  +  - - —==■ - 

W2+2>/l  2y3  +  3y2  (n-l)Vn  +  Wn-l 

□  «  ,  V  1  9  11 

Bấm  máy  tính:  >  — ,  — — =  =  —  =  1 — J^==l — = 

rí.x4x-ĩ  +  (x-ì)yỊx  10  \/l00  sfn 


Kỹ  thuật  5:  Điêu  kiện  phương  trình  lượng  giác 

Ví  dụ:  Biết  rằng  X  =  ^-  +  k^~ .  Kết  hợp  vói  điều  kiện  sin  X  *  0 ,  tanx  -t-  \Ỉ3 . 


Bấm  TABLE  vói: 

F(x)  =  sin(;rX)(tan(;rX)-^) 

s  Math 

fCX^=sinC  lC  ta  ► 

Chon  Start  =  —  vì  có  X  =  — 

3  3 

H  Math 

1 

End  =  i  +1.9  (Để  không  lặp  lại 
nghiệm  ban  đầu  sau  một  vòng  2 lĩ ) 

0  Math 

5 

step  =  —  vì  có  k— 

3  3 

s  Math 

1 

Loại  các  giá  trị  gây  ra  F(x)  =  0.  Như 

.,,,2,5 
vay  chí  có  —  và  — . 

3  3 

Do  đó  X  =  — —  +  k2.7T,  X  =  — —  +  k2.7T . 

3  3 

Chú  ý  hai  nghiệm  trên  có  thể  hợp 

thành  X  =  —  +  kn  . 

3 

1 

Ẽ 

i 

1 

0 

F(K5 

D 

-3 

ũ 

Math 

2  j3 

M 

5 

Ẽ 

K 

Iiiaaa 

E 

s 

FÍKJ 

D 

3 

□ 

Math 

5  j3 

5 
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Kỹ  thuật  6:  Chia  đa  thức  chứa  căn 

Kỹ  thuât  6.1:  Chia  đa  thức  1  biến  1  căn: 

+  xì  \jx  +  1  _  1 

Xét - - — , -  CALC  1  được  3  +  V2  .  Chú  ý  rằng  khi  X  =  1 

x-A/x  +  1 

thì  \Jx  + 1  =  Vl  +  1  =  sỊĨ .  Do  đó  ta  hiểu  rằng: 

X3  +x2  -ịx2  +  lWx  +  l-l  - - - 

- v  J=L= - =  A  +  4x  +  l 

x-vx+1 

Trong  đó  là  A  là  biểu  thức  chưa  biết. 

X3  +x2  -(x2  +  lWx  +  l  -1  - 

Xét - v  J=j= - sỊx  +  1  CALC  100  được  10101  =  x2+x  +  l. 

I-VI+ 1 

X3  +x2  -ịx2  +  lWx  +  l  -1  , - 

V  ạy - 7 - V  A'  +1  —  X  +  X  + 1 

x-vx+1 

'w>  x^  +  X2  —  Ịx2  +  l^^s/x  + 1  —  1  =  Ịx  —  *sịx  +  1  Ị  Ị  A  2  +  X  +  1  +  \[x  +  1  Ị 


Kỹ  thuât  6.2:  Chia  đa  thức  2  biến  chứa  1  căn: 

Phân  tích  nhân  tử:  X2  +  y  -  2x  - 1  -  2x^x2  + 
Bước  1:  Đặt  y  =  100 ,  ta  được: 

X2  +  99  -  2x  -  2xa/x2  +100  =  0 
Sử  dụng  công  cụ  SOLVE  ta  được: 

X  «5.116450524 

Bước  2:  Sử  dụng  công  cụ  CALC  thay 
các  giá  trị  x«  5.116450524,1/ =  100  vào 
căn  thức  ta  được: 

x2+y  «11.23290105 

Chú  ý  rằng:  2x  « 10.23290105 
Do  đó  ta  có  đánh  giá: 

-Jx2  +y  «  2x  + 1 
Vậy  biêu  thức  cần  tìm  là: 

ụ^+ỹ-2x-lj 


y  =  0 


0  Math  á 

X£+99-2X-2XjX£;íl> 
x=  5- 116450524 
L-R=  0 


0  Math  á 

Jx2+Y 

11.23290105 


10.23290105 


X2  +  y  -  2x  - 1  -  2  xjx2  +  y 
Xét  phép  chia - 27  - - : 

Ịựx27y-2x-lj 
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CALC  X  =  l,y  =  1  ta  được  kết  quả  1  +  yỊĨ  =  1  +  ^x2  +  y 
CALC  x  =  0,y  =  3  ta  được  kết  quả  1  +  x/3  =  1  +  ^x2  +y 

Xét  Ẻy»zỆzhĩĩẨẸl  CALC  J=1000, .  1  dược  kết 

(^-2x-l)  v  100 

quả  là  1.  Vậy  X2  +  y - 2x - 1  - 2x^x2  +  y  =Ị^X2  +  y  -  2x-ljỊl  +  ^x2  +"ỹj . 

Kỹ  thuât  6.3:  Chia  đa  thức  1  biến  chứa  nhiều  căn: 

3x2  -  3x-9-2Íx2  -  2)x/x  +  3  +  (x2  +  4Ìx/x 

Chia  đa  thức: - j= —  ■ ;  — - — - - . 

x/x  —  2\Ị  X  +  3  +  3 

•  CALC  0  được  kết  quả  1  +  2\Ỉ3  =  1  +  2x/x  +  3 

•  CALC  4  được  kết  quả  24.29150262  =  19  +  2sJĨ  =  19  +  2x/x  +  3 

3x2  -3x-9-2Íx2  -2Wx  +  3  +(x2  +4Ìx/ĩ  , _ 

Xét - 7^  -  rL=  — - ỉ- - 2ựx73 

y  X  —  2yx  +  3+3 

•  CALC  2  được  kết  quả  6.414213562  =  5  +  yfĩ  =  5  +  sfx 

•  CALC  3  được  kết  quả  11.732050808  =  10  +  s  =  10  +  yfx 

3x2  -3x-9-2Íx2  -2Wx  +  3  +  (x2  +4Ìx/x  , -  _ 

Xét - A - /  v - L - 2x/x  +  3 -x/x 

Ay/x  —  2y  X  +  3  +  3 

•  CALC  100  được  kết  quả  10001  =  X2  + 1 . 

3x2  -  3x-9-2^x2-2)x/x  +  3  +  (x2  +  4jx/x  2  . -  _ 


Vậy:  - ỹầ - ^ - - 4 - L - =  X  + 1  +  2x/x  +  3  +  x/x 

Ay/x  —  2^J  X  +  3  +  3 

Ky  thuât  6.4:  Chia  đa  thức  2  biến  chứa  nhiều  căn: 


—  2yx  +  V 


--2VX  +  3-VX 


Chia  đa  thức: 


X2  +  xy  +  x3ựx  +  y  +  x2  ựỹ+ựxy+y2 


X  +  <yx  +  y 

•  CALC  X  =  y  =  1  ta  được  kết  quả  1  +  \Ỉ2  =  1  +  ^x  +  y 

•  CALC  X  =  2,y  =  1  ta  được  kết  quả  1  +  2\Ỉ3  =  1  +  2^X  +  1 

•  CALC  X  =  2,y  =  4  ta  được  kết  quả  2  +  2x/ó  =  2  +  2^Ịx  + 

„  .  „  X2  +xy  +  x3 Jx  +  y  +x2 Jy  +Jxy  +  y2  .  I - 

Tìm  ra  quy  luật:  - - ,  = - — - =  A  +  x^x  +  y 


X  +  \  X  +  1 
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x2+xy  +  x3sị 

Ịx+y 

rỹ+^ 

II  2 

'xy+y 

V  ly  1  / 

/vc-  L 

X2  + -ý 

k  +  y 

x^ỊX-ty 

•  CALC  x  =  0,ỵ  =  2  được  kết  quả  sỊĨ  =  *Ịỹ 

•  CALC  X  —  0,  y  —  3  được  kết  quả  sỊ?>  =  *Jỹ 

•  CALC  x  =  0,y  =  5  được  kết  quả  \Ỉ5  =  Jỹ 

Vậy  xét  tiếp 

X2  +  yỊx  +  y 


CALC  X  - 1000,1/  =  —Ị—  được  kết  quả  là  0. 

^100 

Do  đó:  X2  +xy  +  x3Jx  +  ỹ  +  x2Jỹ  +  sfxỹ+ỹ  =  (xylx+y+y[yjị£  +7*+y) 
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Kỹ  thuật  7:  Quy  tắc  tìm  liên  hợp  căn  bản 
Trong  phuơng  trình,  bất  phuơng  trình 

Kỹ  thuât  7.1:  Nghiêm  hữu  tỷ  nguyên  đơn:  X2  +  3sfx^ĩ  =  7 


1 

Math 

F(KJ 

E 

1.5 

-ã.EẼB 

3 

□ 

M 

a.BEMẼ 

F{x)  =  x2  +34TT-7 

Start  =  1,  End  =  7,  Step  =  0.5 
Thấy  ngay  nghiệm  X  =  2 

Nghiệm  đơn  qua  mốc  0  hàm  đổi  dấu 


2.5 


Nguyên  tắc  xử  lý: 

•  Trục  căn  vói  số  tương  ứng  căn  nhận  được. 

•  Truy  ngược  dấu. 


Sử  dụng  y[~  =  ax  +  b .  Giải  hệ 


v~  =  ax  +  b 
\T  =  ax  +  b 


x  =  x - 


1  nếu  có  2  nghiệm. 


Ví  dụ  1:  Giải  phương  trình:  X2  -1- ĩỊx  +  6  - <Jx-l  =  0 
Cách  1:  -4]-Ị^/x  +  6-2j-ỊVx^ĩ-lj  =  0 

,  ,  .  „  1  1 
«(x-2)  X  +  2-  — _  - - - 7== 


+2ĨỈX 


+  6+4 


_ 1 

[TxÃTỊ  +  2ựx  +  6  +  4 


- .  Vì  điều 


kiện  X  >  1 ,  chọn  Start  =  1,  End  =  5,  Step 
=  0.5.  Ta  có  MaxF(x)  =  0.087  <  ỉ .  Chọn 

MaxF(x)  =  I 


1.5 

Ẽ 


II 

FCHJ 

b.DHn 

[Ị.ộlli 

0.0833 


Math 


1 

Math 

d^i 

F(KJ 

1 

1.5 

D.5B5Ĩ 

Ẽ 

0.5 

.  Start  =  1,  End  =  5, 


•v/x  —  1  +1 
Step  =  0.5.  Ta  có  MaxF(x)  =  1. 
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Vậy  ta  lấy 


<^> 


(*-2) 


(x-2) 


<^> 


(x-2) 

Cách  2: 


ị--  -  -  -  và  lấy  í  1 — =L — 1.  Khi  đó: 

3  Ịựx  +  ó)  +2ựx  +  6+ềJ  V  >/*-!  + V 

x  +  2  +  1 _ 1 _  í  1  "Ị  =0 

3  3  (ựx  +  óỊ2+2ựx  +  6  +  4  V  ^  +  lj 

2  (^x  +  6)  +  2>/x  +  6+1  ựx_i 

#  +  — +  -  77 - — ^ - 1~  7  — 7  -0 

3  (^/x  +  ó)  +2ựx  +  6+4  V^-1+l 

2  (>/x  +  6  +  1}  \fx-l 

x  +  ±  +  -^— — , — +  -  =  0  (Quá  đủ  rồi  nhé) 

3  (ựx  +  6+l)  +3  v^-1+l 


•  Nếu  s[ã  =  b=>  sử  dụng  truy  nguợc  4ãị\Ịã -b^  =  a-b\fã . 

Vậy  *Jx- 1  =1  =>  sử  dụng  liên  hợp  *Jx- 1  Ị\/x -1  -  lì  =  X  - 1  -  •v/x-ĩ 

•  Nếu  $Ịã  =  b=>  sử  dụng  truy  nguợc  (\fã -bM\fã +  b^\fã  =  a-b2 .\fã 

Vậy  V  X  +  6  =  2  nên  ta  sử  dụng  liên  họp  truy  nguợc  sau: 

(^/x  +  6-2Ị(^/x  +  6+2Ịựx  +  6  =  x  +  6-4^/x  +  6 

X2  - 1  - n/x  +  6  - 4x-i  =  0 <=> 4x2  - 4 - 4^/x  +  6 - 4n/x^Ĩ  =  0 
<=>|4x2  -  5x-ój  +  Ịx  +  6-4\/x  +  6 Ị  +  4Ịx-1-a/x-iỊ  =  0 

«(x-2)(4x  +  3)  +  (^/x  +  6-2Ị(^/x  +  6+2)Ựx  +  6+4a/^TỊn/^Ĩ-iỊ  =  0 


.(x-2) 


4x  +  3  +  - 


'yfx  +  6  +  2jựx  +  6  4a/x  —  1 

(^76)2+2^76+4  +  1 


=  0  (Quá  đẹp  trai!) 


Ví  dụ  2:  Giải  bất  phuơng  trình:  \j2x2  -x  +  3  -  V21x  -17  >  X  -  X2 
X2  -  X  +  ^2x2  -  x  +  3  -  Ự21X-17  >  0 
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ịx1-3x  +  2)+ịs|2x^x+3-x-ì]+(3x-l-^|2Ĩx:Ã7')>0 
^_3i  +  2y  2xi-x+3-(x  +  lf  ,(3x-lf-(21x-17) 


<^> 


<^> 


\^2~v^  —  X  +  3  +  X  + 
.2 


)2  (3x-l)2-(21x-17 

1  3x-l  +  ự21x-17 


>0 


Ị  2  ,  xz-3x  +  2  9(x  3x  +  2) 

<=>  Ị  X  —  3x  +  2  Ị  H — ,  - 1 - 1  = 

y2x2-x  +  3+x  +  l  3x-l  +  y21x-l 7 

<^(x2-3x  +  2Ì  1+  ,  =L= - + - 9 

ly  n/2x2  -x  +  3  +  X  + 1  3x  - 1  +  v21x-17 

Kỹ  thuât  7.2:  Nghiêm  hữu  tỷ  không  nguyên  đơn: 

■s/l  +  X  -  2\fĩ  -  X  +  5x3  -  3x2  =  0 


>0 


>0 


F (x)  =  %/l  +  X  -  2^1  -  X  +  5x3  -  3x2 

Start  =  -1,  End  =  1,  Step  =  0.5 

Thấy  ngay  nghiệm  X  =  2 

Thấy  hàm  đổi  dấu  khi  X  từ  0.5  sang  1 

3 

í 

5 

K 

1  D 

BI  Math 

F(KJ 

-1 

-D.3IM 

3.MĨMÉ 

1 

Chọn  1  giá  trị  trong  khoảng  này  chẳng 
hạn  là  0,7.  Ta  quay  lại  Mode  1  và 

SHIFT  SOLVE 

3 

Tìm  đuợc  ngay  nghiệm  X  =  0.6  =  — 

5 

Nghiệm  đơn  hàm  luôn  có  sự  đổi  dấu 

0  Math 

■/ĩ+x-sypx+sx3^ 
x=  0.6 

L-R=  0 

Nguyên  tắc  xử  lý: 

•  Trục  căn  vơi  số  tương  ứng  căr 

•  Truy  ngược  dấu. 

•  Sử  dụng  =  ax  +  b .  Giải  hệ  < 

1  nhận  đượ< 

yT  =  ax  +  b 

\T  =  ax  +  b 

X  =  xx 

nếu  có  2  nghiệm. 

x  =  x2 

11 
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Kỹ  thuât  7.3:  Nghiêm  hữu  tỷ  nguyên  kép:  X2  -x  +  l-\Ỉ2x-l  =0 


-T(9x2  -3x  +  l-^j6x-l 
dx v 


=  0 


( 

\ 

( 

\ 

—Í9x2  -3x  +  l-^6x-l) 

1 

—Ỉ9x2  -3x  +  1-sỊốx-\\ 

1 

dx\  ' 

x  =  — +  0.1 

dx'  ' 

x  =  — -0.1 

3  J 

3  J 

<0 
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—Ỉ9x2  -3x+l- \Ì6x-l) 
dx\  > 

1=0 

X  =  — 

3 

0  Math  ả 

(9X2-3X+l-lẽ>F 

0 

— Í9x2  -3x  +  l-^6x-l) 
dx  V  ’ 

1  =2.42  >0 

x  =  — +  0.1 

3 

ầ 

0  Math  ả 

(9X2-3X+l-lẽ>F 

2.428291755 

— Í9x2  -3x  +  l-^6x-l) 
dx  V  ’ 

1  =  -3.5  <  0 

X  =  — -0.1 

3 

ầ 

0  Math  ả 

(9X2-3X+ 1-165+ 
-3.54341649 

Nguyên  tắc  xử  lý: 

•v/-  =  ax  +  b 

•  Cách  1:  Đăt  n/-  -ax  +  b.  Giải  hê:  < 

•  Cách  2:  Sử  dụng  ghép  hằng  đẳng  thức. 

•  Cách  3:  Sử  dụng  AM  -  GM 

•  Cách  4:  Chia  đa  thức  bằng  máy  tính  Casio  sai 

x  =  x0 

=  X0 

1  khi  tìm  ra  liên  hợp. 

Chú  ỷ:  Có  thể  kiểm  tra  điều  kiện  bội  3  bằng  cách  sau: 


íM9)x__a-0 

[íM^ị^+0.1  |ấOW) 

Kỹ  thuât  7.5:  Nghiêm  vỏ  tỷ:  X3  -X- s[x  +  2  =  0 


x  =  a-  0.1 


>0 


H 

Math 

K 

FÍKJ 

-1.135 

u.  1  -ini 

E 

M 

ĩ(x}  =  x3 -X- 4x  +  2 

Start  =  —  2,  End  =  7,  Step  =  0.5 

Thấy  ngay  có  nghiệm  X  trong  khoảng  1 

-1.5 


1.5 


13 
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Chọn  1  giá  trị  trong  khoảng  này  ví  dụ 

1.3 

SHIFT  SOLVE  vói  X  =  1.3 

Thu  được  X  =  1.499238715 

0  Math 

X=  1.499238715 
L-R=  0 

Nguyên  tắc  xử  lý: 

•  Tìm  liên  hệ  căn  thức  vói  X  . 

•  Chia  đa  thức  bằng  máy. 

•  Liên  hợp  ngược. 

2ỵ4  -ị-  2x2  /  V  I - 

Ví  dụ:  Giải  bất  phương  trình  sau:  — J  +  (x  +  2)  ríx  + 1  >  X3  +  2x2  +  5x 

yX  +  1 

Dùng  máy  tính  Casio  dò  được  2  nhân  tử:  ịlx-  a/xTĨ  'M*  -V  x  +  lj 
Xét  phép  chia  đa  thức  chứa  căn: 


4x+ĩ 


4  2 

2x  +  2x  _  +  ^x  +  2)N/x  +  l  -  íx3  +  2x2  +  5x) 
yx  +  1  v  7 


^2x  -  \/x  + 1  j  Ị  X  -  Vx  +  1  j 

•  CALC  X  =  1  được  kết  quả  4  +  \ỊĨ  =  4  +  Vx  +  1 . 

•  CALC  X  =  2  được  kết  quả  8  +  2\Ỉ3  =  8  +  2^/xTT . 
Tìm  được  quy  luật: 

\lx  + 1 


+  (x  +  2)n/xTT-Ịx3  +2x2  +5xj 


v*  +  l 


Xét 


2x4  +  2x2 

Tc+Ĩ 

ịlx  -  Vx+Ĩ)(x  -  a/x  +  1  j 
. — 2*— +  (x  +  2)Vx  +  l  -  (x3  +2x2  +5xj 

"SỈ  X  + 1 


—  A  +  x^x  + 1 


^2x4  +2x 


^2x  -  ^Tĩ)(x  -  Vx  +  lj 
CALC  100  được  kết  quả  10102  =  X2  +  X  +  2 


—  X\Ị. X  +  1 


*J~X  + 1 


A2x4+2x2 


Vậy 


,  t(x  +  2)n/xTT-Ịx3  +2x2  +5xì 

V  X  +  1 

^2x  -  Vx+TỊỊx  -  %/x  +  lj 


=  x>/x  +  l  +  X2  +  X  +  2 . 
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Kỹ  thuật  8:  Các  phương  pháp  nhân  liên  hợp 
Trong  hệ  phương  trình 

Kỹ  thuât  8.1:  Ếp  tích  liên  hơp  căn  với  căn: 

Ví  dụ  1:  Sử  dụng  phương  pháp  phân  tích  nhân  tử  giải  phương  trình  hai 
biến  sau:  2x2  -  5 xy  +  ly2  +  T  +  3y  + 1  -  ^5y +  1  =  0 


Phân  tích 


Bước  1:  Đặt  y  =  100 ,  ta  được: 

2x2  -  500x  +  20000  +  ựx  +  301  -  õĩ  =  0 

Sử  dụng  công  cụ  SOLVE  ta  được: 

X  =  200  =  2.100  =  2y 

Bước  2:  Sử  dụng  công  cụ  CALC  thay 
các  giá  trị  x  =  200,y  =  100  vào  các  căn 

thức  ta  được: 

L/x  +  3y  +  l  =  V5ÕĨ 

Ị^5y +  1  =  ^501 

Do  đó  nhân  tử  cần  tìm  chính  là: 

2X2 -5ŨŨK+2ŨŨŨŨ+  > 
X-  200 
L-R=  0 

s  Math  á 

1X+3Y+1 

J5ÕT 

s  Math  á 

Ụx  +  3y  + 1  -  yj5y  + 1  j 

J5ÕT 

Đến  đây  chú  ý  rằng  liên  hợp  ngược: 

(N/ĩ+3ỹ+ĩ-^/5ỹ+ĩ)(^+3ỹ+T  +  N/5ỹ+T)-x-2y 


Do  vậy  ta  cần  tách  nhân  tử  (x  -  2y)  từ  biêu  thức  ịlx2  -  5xy  +  ly2  i . 

Điều  này  hoàn  toàn  không  hề  khó  khăn  bởi: 

2x2  —  5xy  +  2y2  =  (x  -  2y)(2x  -  y) 


Chú  ỷ:  Công  đoạn  phân  tích  nhân  tử  hai  biến  không  chứa  căn  có  thể  được 
thực  hiện  bằng  một  cách  khác  như  sau: 


Đặt  y  =  100 ,  ta  được: 

2x2  -500x  + 20000 

Xi= 

a 

MathT 

Sử  dụng  máy  tính  cầm  tay  giải  phưong 
trình  bậc  2  ta  thu  được  các  nghiệm: 

200 

•  ^=200  =  2.100  =  2 y 


*2 


1 

2 


Do  đó  ta  có  thể  viết  lại  như  sau: 


15 
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2x2  -5xy  +  2y2  =(x-2y)(2x-y) 

0  Math  á 

X2= 

50 

Bài  giải 


Điều  kiện  xác  định:  X  +  3y  + 1  >  0,5y  + 1  >  0 . 

Ta  có:  2x 2  -  5xy  +  2y2  +  ^x  +  3y  + 1  -  ^5y +  1  =  0 
«(x-2y)(2x-y)  +  (ựx  +  3y  +  l-ự5y  +  l)  =  0 

<^>Ịựx  +  3y  +  l  -ự5y  +  lỊỊ-Jx  +  3y  +  l  +  ^5y  +  1  j(2x-y)  +  Ịựx  +  3y  +  1  -  ự5y  +  l  j  =  0 

<=>  (ựx  +  3y  + 1  -  ^/5y  +  lỊỊỊựx  +  3y  + 1  +  ^5y  + l)(2x  -  y)  +  lj  =  0 
Đến  đây  bài  toán  đã  được  phân  tích  nhân  tử  thành  công. 

Ví  dụ  2:  Sử  dụng  phương  pháp  phân  tích  nhân  tử  giải  phương  trình  hai 
biến  sau:  X  - y  - 1  +  V X3  - 1  - ^Ịx2  (y  + 1)  - 1  =  0 


Phân  tích 


Bước  1:  Đặt  y  =  100 ,  ta  được: 

X  - 101  +  V*3  - 1  -  VlOlx2  -1  =  0 

Sử  dụng  công  cụ  SOLVE  ta  được: 

X  =  101  =  100  + 1  =  y  + 1 

Bước  2:  Sử  dụng  công  cụ  CALC  thay 
các  giá  trị  x  =  101,y  =  100  vào  các  căn 

thức  ta  được: 

7x3 -1=1015.036945 

x-lũl+ix3-l-/íci> 
x=  101 

L-R=  0 

0  Math  á 

Jx3-1 

1015.036945 

Jx2(y  +  l)-l  =1015.036945 

Do  đó  nhân  tử  cần  tìm  chính  là: 

0  Math  á 

Jx2(Y+D-ĩ 

1015.036945 

Ịựx3-l-ựx2(y  +  l)-lỊ 

Đến  đây  chú  ý  rằng  liên  hợp  ngược: 

ỊVx3-l-^x2(y  +  l)-ljỊVx3-l  +  ựx2(y  +  l)-lj  =  x2(x-y-l) 


Tuy  nhiên  khác  vói  Ví  dụ  1,  trong  bài  toán  này  ta  không  thể  tách  được 
nhân  tử  X2  (x  -  y  - 1)  từ  biểu  thức  (x  -  y  - 1)  bên  ngoài.  Chính  vì  vậy  ta  cần 


Tìm  tài  liệu  Toán  ?  Chuyện  nhỏ  -  www.toanmath.com 


Casio  cho  người  mới  bắt  đâu  -  Đoàn  Trí  Dũng  (0902.920.389) 


nhân  hai  vế  vói  X2,  điều  này  là  hoàn  toàn  có  co  sở  bởi  điều  kiện  xác  định 
của  bài  toán  đó  là  X  >  1 . 

Chú  ỷ:  Trong  các  bài  tập  tuong  tự,  nhóm  biểu  thức  nhân  thêm  vào  cần  phải 
đuợc  khẳng  định  là  các  nhóm  biểu  thức  luôn  khác  0  vói  các  giá  trị  x,y 

trong  điều  kiện  xác  định,  bởi  nếu  không  sẽ  xuất  hiện  nghiệm  ngoại  lai 
không  mong  muốn. 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định:  x>l,x2(y  +  l)  >1. 

Ta  có:  x-y-  1  +  ^x3  -1  -^x2(y  +  l)-l  =0 
o  X2 (x-y - l)  +  X2  Ị^x3  -1  -  ựx2  (y +  l)-l  j  =  0 
<=>Ị\/x3  -l-^x2(y  +  l)-ljỊ^x3  -l  +  ựx2(y  +  l)-lj 

+x2  ụ?  -1  - ^x2(y +  l)-lj  =  0 

<=>ỊVx3  -1  -^x2(y  +  l)-ljỊVx3  -l  +  ^x2(y  +  l)-l  +  lj  =  0 

Đến  đây  bài  toán  đã  được  phân  tích  nhân  tử  thành  công. 

Kỹ  thuât  8.2:  Ẻp  tích  liên  hơp  căn  vái  đa  thức  hai  biến: 

Ví  dụ  3:  Sử  dụng  phương  pháp  phân  tích  nhân  tử  giải  phương  trình  hai 

biến  sau:  X2  +  y  -  2x  - 1  -  2x^x2  +  ~ỹ  =  0 

Phân  tích 

Bước  1:  Đặt  y  — 100 ,  ta  được: 

X2  +  99  -  2x  -  2xVx2  +100  =  0 
Sử  dụng  công  cụ  SOLVE  ta  được: 

X -5.116450524 

Bước  2:  Sử  dụng  công  cụ  CALC  thay 
các  giá  trị  x«  5.116450524,1/  =  100  vào 
căn  thức  ta  được: 

x2+y  »11.23290105 

Chú  ý  rằng:  2x  « 10.23290105 
Do  đó  ta  có  đánh  giá: 

-Jx2  +y  «  2x  + 1 
Vậy  biêu  thức  cần  tìm  là: 


H  Math  i 

X2+99-2X-2XjX^> 
8=  5.116450524 

L-R=  0 


s  Msth  á 

Jx2+Y 

11.23290105 


10.23290105 
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(\/*2+y- 2x-ij 
Chú  ý  về  liên  hợp  ngược: 

Ụx2  +y  —  2x  —  l)Ịựx2  +  y  +  2x  + 1  j  =  y  - 3x2  -4x-l 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định:  X2  +  y  >  0 . 

Ta  có:  X2  +  y  -  2x  - 1  - 2x^1  X2  4-  y  =  0 

<£=>  (x2  +  y  -  2x  - l)  -  2x(2x  + 1)  - 2xỤx2  +  y  -  2x - 1  j  =  0 

<=>y - 3x2  -4x-l-2xỤx2  +y  -  2x-lj  =  0 

Ịựx2  +y  -  2x  - lỊỊựx2  +y  +  2x  + 1  j  -  2xỤx2  +y  - 2x - 1  j  =  0 

(^fĩ  +  y-2x-ljỊAf2+ỹ  +  lj  =  0 


<^> 


<^> 


Đến  đây  bài  toán  đã  được  phân  tích  nhân  tử  thành  công. 


Ví  dụ  4:  Sử  dụng  phương  pháp  phân  tích  nhân  tử  giải  phương  trình  hai 
biến  sau:  x  +  y -l-  sjx- y - 1  sjy -ì  - ^2 xy  =  0 

Phân  tích 

Trong  bài  toán  trước  chúng  ta  đã  phân  tích  về  cách  sử  dụng  SOLVE  để  truy 
tìm  nhân  tử  liên  hợp,  trong  ví  dụ  này  chúng  ta  sẽ  đề  cập  về  một  dạng  bài 
toán  phân  tích  nhân  tử  mà  ý  tưởng  của  tác  giả  muốn  chúng  ta  sử  dụng 
phương  pháp  đánh  giá.  Tuy  nhiên  chúng  ta  vẫn  có  thể  hóa  giải  được  bằng 
cách  phân  tích  nhân  tử  thông  qua  chức  năng  TABLE  kết  hợp  SOLVE: 

Bước  1:  Đặt  y  =  100  ,  ta  được: 

X  +  99-4TTÕĨ499-  ự200x  =  0 
Sử  dụng  công  cụ  SOLVE  ta  thu  được: 

X  =  200  =  2.100  =  2y 

Bước  2:  Tuy  nhiên  điều  cần  kiểm  chứng 
là  tính  chất  bội  của  nghiệm  trên. 

Nghiệm  hữu  tỷ  rất  có  thể  sẽ  rơi  vào 
trường  hợp  nghiệm  bội,  vì  vậy: 

Sử  dụng  công  cụ  TABLE  vói: 

F(x)  =  x  +  99-n/x- ĨÕL/99  - a/200x 

Lựa  chọn  START  =  195,  END  =  205, 

STEP  =  1  để  kiểm  tra,  ta  nhận  thầy  rõ 
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rang  nghiệm  X  =  200  =  2 y  là  nghiệm  bội 

K 

a 

F(KJ 

Math 

kép.  Tất  nhiên  nghiệm  này  có  thể  thu 

ụ 

I9B 

Ị.B-IỌ3 

được  thong  qua  cách  sử  dụng  phương 

5 

Ẽ 

HÌ 

1  ■  B'IÕ3 
□ 

pháp  đánh  giá  (Hầu  như  các  bài  toán 

200 

bội  kép  đêu  có  thể  đánh  giá  được). 

1 

Math 

H 

F(KJ 

n 

EDI 

1  ■  b'!o3 

ú 

9 

-i 

n.  M-ini 

D.ÓIẼĨ 

203 

Tuy  nhiên  điểm  yếu  của  phuơng  pháp  đánh  giá  là  phải  sử  dụng  đến  yếu  tố 
bất  đẳng  thức.  Trong  chuyên  đề  "Ép  tích"  này,  chúng  ta  sẽ  tập  trung  vào 
phuong  pháp  phân  tích  nhân  tử,  vì  vậy  để  có  thể  hóa  giải  bài  toán  trên,  ta 
sẽ  đi  tìm  nhân  tử  giống  như  cách  tìm  nhân  tử  nghiệm  kép  cho  phương 
trình  vô  tỷ  một  biến. 

Đặt  ax  +  b  =  \Jx-l0l\Ỉ99  ,  để  tìm  ra  các  giá  trị  a,  b  ta  giải  hệ  phuong  trình: 


ax  +  b  =  \/x  - 101^99 


■  200 


1 

a  =  — 
2 


(ax  +  b)'  =  ịyỊx -101^199^'  200  Lw  =  -J- 

Nhân  tử  Cần  tìm  là  —  x-l-y[x-ĨÕĨ*j99  hay  (x-2-2^jx-y-l^y-l\. 

^2  J  V  ' 

Tương  tự  như  vậy  ta  sẽ  tìm  được  nhân  tử  thứ  hai  là:  ịx  +  2y-2^2xỹỴ 

Chú  ỷ:  Việc  tìm  nhân  tử  thứ  hai  sẽ  dễ  dàng  hơn  nếu  ta  hiểu  rằng,  sau  khi 
tạo  ra  nhân  tử  thứ  nhất,  tất  cả  phân  còn  lại  sẽ  tạo  ra  nhân  tử  thứ  hai. 

Chú  ý  về  liên  hợp  nguợc: 

(x-2- lyỊx-y-lylỹ^ĩỳịx -2  +  2ựx-y-l^/T-ĩ)  =  (x -  2 y)2 
(x  +  2y-  2^2xỹ)(x  +  2y  +  2^2xỹ)  =  (x-  2  y)2 

Để  xây  dựng  được  nhân  tử  ta  cần  đến  kỹ  thuật  đảo  căn  liên  hợp  ngược. 

Bài  giải 

Điều  kiện  xác  định:  xy  >  0 ,y  >  l,x  >  y +  1  >  2 . 

Ta  có:  x  +  y-l-^jx-y-lyjy-l-^2xỵ  =0 

^ị(x-2-2^x^ỹ^ĩ^ỹ^ĩ^j  +  Ux  +  2y-2^2xỹ)j  =  0 


19 


Tìm  tài  liệu  Toán  ?  Chuyện  nhỏ  -  www.toanmath.com 


Casio  cho  người  mới  hắt  đâu  -  Đoàn  Trí  Dũng  (0902.920.389) 


oị(x-2-  Zjx-y-lylT-ĩ)ịx  +  2  y  +  l^ĩxỹ^ 

+  2  (*  +  2y  +  2>/2*ỹ)(*  +  2  y  -  2^2xỹ  j  =  0 
«^-2-2ựx-y-lựỹ^ĩj(x  +  2y  +  2N/2xỹ)  +  i(x-2y)2=0 

oị{x-2-  2ựx-y-lựỹ^ĩ)(x  +  2y  +  l^Ịĩxỹ^ 

+^(*-2-2N/x-y-lựy-lỊỊx-2  +  2ựx-y-lựy-lỊ  =  0 
<^>^-2-2ựx-y-lựy-lỊỊx  +  2y  +  2ự2xỹ  +  x-2  +  2ựx-y-lN/y-lỊ  =  0 

<^^x-2-2ựx-y-lựy-lỊỊ2x  +  2y  +  2N/z^-2  +  2ựx-y-lN/y-lỊ  =  0 

«(x-2-2ựx-y-l^/ỹ^ĩj((x-l)  +  y  +  N/2xỹ  +  A/x-y-lN/ỹ^TỊ  =  0 

Đến  đây  bài  toán  đã  được  phân  tích  nhân  tử  thành  công. 

Chú  ỷ: 

•  Bản  chất  của  kỹ  thuật  tìm  liên  hợp  căn  vói  đa  thức  chứa  hai  biến 
chính  là  kỹ  thuật  ép  tích  cho  bài  toán  nhân  tử  một  biến  trong  đó 
một  biến  đã  bị  tham  số  hóa  "tạm  thời". 

•  Để  giải  quyết  tốt  các  bài  toán  này,  học  sinh  cần  phải  nắm  vững  được 
các  kỹ  thuật  tìm  nhân  tử  liên  hợp  co  bản  đã  biết  bao  gồm: 

o  Tìm  nhân  tử  trong  trường  hợp  có  nghiệm  vô  tỷ  đon. 
o  Tìm  nhân  tử  trong  trường  hợp  có  nghiệm  vô  tỷ  bội. 
o  Tìm  nhân  tử  trong  trường  hợp  có  nghiệm  hữu  tỷ  đon. 
o  Tìm  nhân  tử  trong  trường  hợp  có  nghiệm  hữu  tỷ  bội. 
o  Tìm  nhân  tử  trong  trường  hợp  có  đa  nghiệm  hữu  tỷ. 
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Kỹ  thuật  9:  Ân  phụ  không  hoàn  toàn 

Kỹ  thuât  9.1:  Ân  phu  không  hoàn  toàn  giải  phương  trình  vô  tỷ: 

Ví  dụ:  Giải  phương  trình  sau:  ịx2  +  l)V*3  +X-Ĩ  -  2x2  +  2x  +  3  (1) 

Đặt  VT  +  X-1  =t  vói  t  >  0  =>t2  =  X3  +  x-1  khi  đó  theo  phương  trình  tổng 
quát  ta  đi  tìm  «  vậy  phương  trình  đã  cho  có  dạng  như  sau  : 
at2 -(x2  +  l)t  +  2x2+2x  +  3-ccịx3  +  x-l)  =  0  (  2) . 

Gán  giá  trị  cho  X  -  10  khi  đó  (  2)  <=>  at2  - 101 i  +  223  - 1009«  =  0 . 

Tói  đây  ta  tiến  hành  giải  A  vói  tham  số  a  và  vói  ẩn  là  t . 

A  =  (lOl)2  -  4«  (223  - 1009«)  ^  VÃ  =  J(l0l)2  -4«  (223 -1009«) . 

Xét  hàm  số  /(«)  =  VÃ  =  ẶĨÕĨf  -4«(223-1009«) . 

Sử  dụng  TABLE  tìm  01*0,  a  nguyên  sao  cho  /(«)  =  \[Ã  có  giá  trị  hữu  tỷ: 
Xét  công  cụ  TABLE  (mode  7)  cho: 

F(X)  =  ^(101)2  -4X(223-1009X) 

Với  các  giá  trị: 

•  START  =  -9 . 

•  END  =  9. 

•  STEP  =  1. 

Khi  đó  ta  tìm  giá  trị  X  sao  cho  F(X) 
nhận  giá  trị  hữu  tỷ  và  đồng  thời  X  là 
giá  trị  khác  0. 

Dựa  vào  bảng  giá  trị  TABLE  như  trên, 
ta  nhận  thấy  với  X  =  - 1  thì: 

F(X)  =  123  =  100  +  20  +  3  =  r2  +  2x  +  3 
Vậy  nêu  lựa  chọn  «  =  1  thì: 

VÃ  -  X2  +2x  +  3 


X 

F(X) 

-9 

587.4904... 

-8 

525.0152... 

-7 

462.8271... 

-6 

401.0598... 

-5 

339.9426... 

-4 

279.9017... 

-3 

221.8129... 

-2 

167.7170... 

-1 

123 

0 

101 

1 

115.5205... 

2 

156.7194... 

3 

209.4015... 

4 

266.8501... 

5 

326.5593... 

6 

387.4854... 

7 

449.1336... 

8 

511.2426... 

9 

573.6627... 
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a  - 


Do  đó,  nếu  ta  lựa  chọn:  \  ,  V  =>  y[Ã  =  123  =  X2  +  2x  +  3  . 

[/(«)= 123 

Vậy  với  cách  đặt  ẩn  phụ  là  t  và  a  =  -l  ta  được  phương  trình  có 
n/Ã  =  123  =  100  +  20  +  3  =  x2+2x  +  3^A  =  (x2+2x  +  3)2. 

Vậy  khi  đó  phương  trình  đã  cho  có  dạng  như  sau: 

-f2-(x2+l)f  +  (2x2+2x  +  3)  +  (x3+x-l)  =  0. 

<=>  -f2  -  (x2  + 1)  t  +  (x3  +  2x2  +  3x  +  2)  =  0 . 

=>  A  =  (x2  +l)2  -4(x3  +2x2  +3x  +  2)  =  (x2  +2x  +  3)2  ^4Ã  =  (x2  +2x  +  3) . 

Khi  đó,  bằng  công  thức  nghiệm  của  phương  trình  bậc  2,  ta  thu  được  hai 
nghiệm  sau  : 


•» 


t  = 

t  = 


X2  + 1  +  X2  +  2x  +  3 
-2 

X2  + 1  -  X2  -  2x  -  3 
-2 


Ịx  +  X  +  2) 


=  x  +  1 


Đến  đây  phương  trình  sẽ  được  viết  dưới  dạng  nhân  tử  như  sau  : 

^  r2  +  r  +  2  , 

t-\ - Ệ -  (í-x-l)  =  0<=>(2í  +  x2  +  x  +  2^(í-x-l)  =  0 

<=>  Ịx2  +  X  +  2  +  2\/x3  +  X  —  1  ỊỊx  + 1  -  n/x3  +  X  —  1  j  =  0 

Bài  giải 

Điều  kiên  xác  định  Vx  e  R . 

(x2  + 1)  Vx3+x- 1  =  2x2  +  2x  +  3 

Ịx2  +  X  +  2  +  2\/x3  +  X  —  1  ỊỊx  + 1  -  n/x3  +  X  —  1  j  =  0 


<^> 


<^> 


.  1 
x  +  - 
4 


Y 


_ \ 

+  -^  +  2n/x3  +  X  —  1  Ịx  +  l-^x3  +  x-lj  =  0 

7 


Vì 


X  +  - 


4-  “  +  2'v/x3  +  X  —  1  >  OVx  €  R  do  đot 
4 
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Kỹ  thuât  9.2:  Ấn  phu  không  hoàn  toàn  giải  hê  phương  trình  vô  tỷ: 


Ví  dụ  :  Giải  hệ  phương  trình:  < 

(l  -  y)^*2  +  2y2  =  X  +  2y  +  3xy 

ựy  +  l+ựx2+2y2  =2y-x 

(Trích  đê  thi  thử  THPT  Quốc  Gia  2015  -  THPT  Chuyên  Hung  Yên) 

Điều  kiện:  y  >  -1 . 

Ta  có:  (l-y)^x2  +  2y2  =  x  +  2y  +  3xy 

+  2y2)  +  (l-y)-\/*2  +  2y2  -(x2  +2y2  +  x  +  2y  +  3xy)-0 
«•  (x2  +  2 y2  )  +  (x  +  y  +  l)^x2  +2y2  -  (x  +  2 y)-y/x2  +2y2  -  (x  +  2y)(x  +  y  + 1)  =  0 
•c^>  yx’  +  2y2  Ịựx2  +  2y2  +x  +  y  +  l|  —  ^x  +  2y^Ị^x2  +  2y2  +x  +  y  +  l|  =  0 

^Ị-s/x2 +2y2  +*+y+1)(7*2 +2y2  -x-2yj=o(*) 

Trường  hợp  1:  -Jx2  +  2y2  =  -X  -  y  - 1 ,  thay  vào  phương  trình  hai  ta  có: 


ựy+1 -3y+l 


1 

^  3  <=>  y  =  0  =>  \/x2  =  -X - 1  (vô  nghiệm). 

9y2  +  5y  =  0 

Trường  hợp  2:  ^Jx2  +2y2  =  X  +  2y ,  kết  hợp  với  phương  trình  hai  ta  có  hệ: 


^/ỹ+ĩ=-2x 

ìịx  4-  2y  =  X  4-  2y 


X  = 


-1-n/ơ 

4 

1  +  V5 
2 


Kêt  luận:  Hệ  phương  trình  có  nghiệm  (x;y)  = 


-l~s  1  +  yỊE 

.  /  _ 


Phân  tích 

Việc  tách  nhân  tử  như  trong  bài  toán  trên  là  không  hề  đơn  giản: 
(!-yW*2+2y2  =x  +  2y  +  3xy 
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+  2y2  +  x  +  y  +  lj|^x2  +  2 y2  -x-2yj-0(*) 

Để  có  thể  tách  nhân  tử  như  thế,  ta  có  thể  sử  dụng  kỹ  thuật  đặt  ẩn  phụ 
không  hoàn  toàn  cho  hai  biến  như  sau: 

Đặt  t  =  Jx2  +  2y2  ,  khi  đó  ta  giả  sử  tồn  tại  số  «  sao  cho: 

(l  -  y)  =  X  +  2y  +  3xy 

oa(x2  +2y2 )  +  (l-y)^x2  +  2y2  -«(x2  +2y2 )-(x  +  2y  +  3xy)  =  0 
oat2  +(l -y)í-«Ịx2  +2y2  )-(x  +  2y  +  3xy)  =  0 

Phương  trình  bậc  hai  ẩn  f,  hai  tham  số  x,y  cần  tìm  hệ  số  «  sao  cho 
phương  trình  này  có  biệt  thức: 

A  =  (1  —  y^  +  4«|^«^x  +  2y  ^  +  ^x  +  2y  +  3xy^ 

là  một  hằng  đẳng  thức  theo  các  giá  trị  x,y .  Để  làm  được  điều  đó,  ta  gán  các 
giá  trị  như  sau: 

~  1  ,  9801  ,  400000004U2  ,  10302« 

Đặt  X  =  100,1/  =  —7— ,  ta  có:  A  =  "  _  + - _____ - +  __ — 

y  100  10000  10000  25 

Khi  đó  ta  tìm  giá  trị  a  sao  cho: 

Ị  9801  400000004«2  10302« 

V 10000 +  10000  +  25 

có  giá  trị  là  một  số  hữu  tỷ.  Để  làm  được  điều  đó  ta  sử  dụng  công  cụ  quen 
thuộc  đó  là  TABLE: 

Xét  công  cụ  TABLE  (mode  7)  cho: 


9801  .  400000004X2  .  10302X 
-  + - — — — - +  - 


F(X)  =  . . 

V 10000  10000  25 

Với  các  giá  trị:  START  =  -9,  END  =  9, 

STEP  =  1. 

Khi  đó  ta  tìm  giá  trị  X  sao  cho  F(X)  nhận 
giá  trị  hữu  tỷ  và  đồng  thời  X  khác  0. 

Dựa  vào  bảng  giá  trị  TABLE  như  trên,  ta 
nhận  thấy  với  X  =  1  thì: 

F(X)  =  201.03  =  200  + 1  +  =  2x  +  3y  + 1 

100 

Vậy  nếu  lựa  chọn  a  =  1  thì: 

%/Ã  =  ị2.x  +  3  y  + 1| 

Khi  đó  phương  trình  có  2  nghiệm: 


X 

F(X) 

-9 

1798.9697... 

-8 

598.9697... 

-7 

1398.9697... 

-6 

1198.9697... 

-5 

998.9697... 

-4 

798.9697... 

-3 

598.9697... 

-2 

398.9697... 

-1 

198.9697... 

0 

99 

100 

1 

201.03 

2 

401.0301... 

3 

601.0301... 
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TẬP  7;  PHƯƠNG  PHÁP  NGHIỆM  BỘI  KÉP 
TRONG  CHƯNG  MINH  BẤT  ĐANG  thúc 


Follow  excellence  success  ĩvill  Chase  you! 

ĐỪNG  BAO  GIỜ  ĐỂ  NHỮNG  GIẤC  Mơ  MÃI  MÃI 
CHỈ  LÀ  NHỮNG  GIẤC  Mơ  NHÉ,  CÁC  EM! 
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I.  Giới  thiệu  về  phương  pháp: 

Giả  sử  bài  toán  có  điều  kiện:  f{a )  +  fịb^j  +  /(c)  =  k .  Khi  đó: 

Nếu  muốn  tìm  giá  trị  nhỏ  nhất  của  P  =  g(ữ)  +  g(b)  +  g(cỴ  ta  tìm  các  hệ  số 
g(a)  +  af(a)  +  p>0 

a,p  sao  cho:  <  g(b)  +  «/(&)  +  p>0.  Khi  đó:  p>ak  +  p. 
g(c)  +  af(c)  +  p>0 

Nếu  muốn  tìm  giá  trị  lớn  nhất  của  p  =  g(ữ)  +  g(b)  +  gịc} ,  ta  tìm  các  hệ  số 
+  +  p<  0 

a,p  sao  cho:  <  g(b)  +  «/(&)  +  p<0.  Khi  đó:  p>ak  +  p. 
g(c)  +  af(c)  +  p<0 


Để  tìm  ra  các  hệ  số  a,p ,  ta  giải  hệ  : 


g(x)  +  af(x)  +  p  =  0Ịx  =  ^ 
[g(x)  +  af(x)  +  p)'  =  0 


x  =  ệ 


Trong  đó,  ệ  là  giá  trị  điểm  rơi  của  bài  toán  cần  tìm. 

Ta  gọi  hệ  trên  là  hệ  đánh  giá  hệ  số  nghiệm  bội. 

Để  chứng  minh  đánh  giá  trên,  ta  sử  dụng  phép  biên  đôi  tương  đương: 

g(x)  +  af(x)  +  p  =  (x-ệýh(x) 

Chú  ý:  Phương  pháp  tiếp  tuyêh  là  một  dạng  của  phương  pháp  này. 

II.  Bài  tập  ví  dụ: 

'  7  ~ã2  h2  7  3  . 

Ví  dụ:  Cho  a,b,c>  0  và  — —  +  +  — —  =  T- .  Tìm  giá  trị  nhỏ  nhâ't  của: 

ữ  -\- 1  h  + 1  c  +  1  2 


p  =  - 


-+■ 


-+■ 


a  +  Oi  + 1  b  +  b  + 1  c  +C  +  1 


Phân  tích 

•  Điểm  rơi:  a  =  b  =  c  = 

•  Đánh  giá  cần  tìm:  Chọn  a,p  sao  cho: 


-  +  GC 


X  +X  +  1 


x  +  1 


+p>  0 


8  1 

Nghiệm  của  hệ  đánh  giá  hệ  số  nghiệm  bội:  a  =  =  q  ■ 
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Ta  có:  /(x)  =  - 


Bài  giải 

c 


Do  đó:  p  =  f(a)  +  f(b)  +  f(c)- 


X3  8x2  1  (*2+4x  +  l)(x-l)2 

+  X  +  1  9(x  +  l)  9  _  ọịx2  +  x  +  l)(x  +  l) 

cíu\  ,  ,  8  í  fl2  ,  fr2  ,  c2  ì  1 

J\)  J  \  >  9  fl+l  6  +  1  c+1 ,  3 


>  OVx  >  0 . 


í  „2 


■P>- 


-  +  - 


+  - 


íỉ  +  1  17  +  1  c  + 1 


— =-<I>p>l. 
3 


Đẳng  thức  xảy  ra  khi  a  =  b  =  c=  1 . 

Kểf  ỉííận;  Vậy  giá  trị  nhỏ  nhất  của  của  p  là  1  khi  a  —  b  —  c  —  1 . 

III.  Bài  tập  áp  dụng: 


Bài  1:  Cho  a,b,c>  0  và 


a  b  c 

+  — - — I — — —  =  1 .  Tìm  giá  trị  nhỏ  nhất  của: 


u  +  2  b 2.  c-\-2 

■2  b2 


p  = 


0 


-  +  - 


-  +  - 


$  + 1  Ỉ7  +  1  c  +  1 


Phân  tích 

•  Điểm  rơi:  a  =  fc  =  c  =  l^>4:  =  l. 

x2 

•  Đánh  giá  cần  tìm:  Chọn  a,  B  sao  cho:  — — —  +  oc 

6  ^  x  +  l 


'  X  " 

vx  +  2y 


+  Ị3>  0 


27  5 

Nghiệm  của  hệ  đánh  giá  hệ  số  nghiệm  bội:  a  =  =  T-  • 

8  8 


Ta  có:  f(x)  = 


27 


X  + 1  8 


X  +  2 


Bài  giải 

5  (8x  +  10)(x-l)2 


+  —  = 


8  8(x  +  l)(x  +  2) 


>0,Vx>0. 


Do  đó:  p  =  f(a)  +  f(b)+f(c) 


+  - 


27 

T 


a  b  c 

- “  +  — - —  H - — 

ữ  +  2  1?  +  2  c  +  2 


15 

8 


p> 


27 


a  b  c 

- ~  T - “7  - _ 

ữ  +  2  Ỉ7  +  2  c  +  2 


ư  ỵ  UI  LT  z_  y  I 

Đẳng  thức  xảy  ra  khi  a-b-c- 1 . 


15  _  3 

8  2 


,,  3 


Kêt  luận:  Vậy  giá  trị  nhỏ  nhâ't  của  của  p  là  khi  a  =  b  =  c  =  l. 
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Bài  2:  Cho  a,b,c>0  và  a+b+c=  3 .  Tìm  giá  trị  nhỏ  nhất  của  : 

p  =  a3  +  b3  +c3  - (a - 1) ựa  +  3  -  (ỉ?  - 1) ựỉ?  +  3  - (c - 1) ^c  +  3 

Phân  tích 

•  Điểm  rơi:  a  =  b  =  c  = 

•  Đánh  giá  cần  tìm:  Chọn  ớ:,/?  sao  cho:  X3  -(x-l)%/x  +  3  +  ớ'X  +  /?>0 

•  Nghiệm  của  hệ  đánh  giá  hệ  số  nghiệm  bội:  a  =  -l,j3  =  0  . 

Bài  giải 

Ta  có:  /(x)  =  x3  -(x-l)^x  +  3  —  x  =  (x—l )Ịx2  +  x-^x+3^ 

=  +  3  —  2^^x  +  2)Vx  +  3  +  2x  +  3^ 

=  Ị^s/x  +  3  —  2 Ị  Ị%/x  +  3  +  2jỊ^x  +  2^,\/x  +  3  +  2x  +  3 j  ^  OVx  >  0  . 

Do  đó:  P  =  /(a)  +  /(b)  +  /(c)  +  (fl!  +  ỈH-c)>3  . 

Đẳng  thức  xảy  ra  khi  a  =  b  =  c  =  l  . 

ỈCểỉ  luận:  Vậy  giá  trị  nhỏ  nhất  của  của  p  là  3  khi  a  =  b  =  c  =  l  . 

Bài  3:  Cho  a,b,c>  0  và  a2  +  b2  +  c2  +  a  +  +  c  =  6 .  Tìm  giá  trị  nhỏ  nhất  của: 

4  7  4  4 

~  u  b  c 

p  —  — 7  +  7^ — 7  +  — ; — 7 

_ a1  + 1  b2  + 1  c2  + 1 _ 

Phân  tích 

•  Điểm  rơi:  a  =  b  =  c  = 

4 

•  Đánh  giá  cần  tìm:  Chọn  a,p  sao  cho:  — Ệ- - 1- aix2  +  X  Ị  +  j3>0 

X2  + 1  '  ' 

1  1 

•  Nghiệm  của  hệ  đánh  giá  hệ  số  nghiệm  bội:  a  =  -ị,/ỉ  =  ị. 

Bài  giải 

Ta  có:  f(x)  =  ^--Ux2  +x)  +  ị-  =  —  +  *  +  1)>0,V:c>0. 

1  ’  x2+l  2\  >  2  2(x2+l) 

Do  đó:  P  =  /(fl)  +  /(Ỉ7)  +  /(c)  +  -^fl2  +  b2  +  c2  +  a+b  +  cj  . 

Đẳng  thức  xảy  ra  khi  a  =  b  =  c  =  1 . 

3 

Kết  luận :  Vậy  giá  trị  nhỏ  nhất  của  của  p  là  ^  khi  a  =  b  =  c  =  1 . 
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Bài  4:  Cho  a,b,c>  0  và  a2  +  b2  +  c2  +  ab  +  bc  +  ca  -  6  .  Tìm  giá  trị  lớn  nhất  của 

ịa  +  b)3  ịb  +  c)3  ( c  +  af 

biểu  thức:  p  =  — - — — - 1 - - — —ị H - - — —ị - . 

2  (a  +  b)  +1  2  (fc  +  c)  +1  2(c  +  a)  +1 

Phân  tích 

•  Biến  đổi  lại  điều  kiện  của  biểu  thức: 

(a  +  fr)2  +  ịb  +  cý  +  (c  +  aỹ  -  12 

•  Điểm  rơi:  a  +  b  =  b+c  =c  +a  =  2=>£  =  2 . 

,  X3  2 

•  Đánh  giá  cân  tìm:  Chọn  a,ị5  sao  cho:  — - - +  ax  +  p  <  0 

2x2  +1 

1 1  28 

•  Nghiệm  của  hệ  đánh  giá  hệ  số  nghiệm  bội:  a  =  -yỳ- -  _~7  • 

81  81 


Ta  có:  f(xỴ- 


xđ  11  2  28 

2x2  +1  81*  81 


Bài  giải 

(22x2+7x  +  7)(x-2)2 
8l(2x2+l) 


<0,Vx>0. 


=^>p  -  f(a  +  b)  + f{b  +  c)  + f[c  +  a)  +—ịịa  +  b)  +{b  +  c)  +[c  +  a )  l  +  ^ỹ-g- 
Đẳng  thức  xảy  ra  khi  a  =  b  =  c  =  l. 

g 

Kết  luận :  Vậy  giá  trị  lơn  nhất  của  của  p  là  khi  0  =  ỉ?  =  c  =  1 . 

3 


Phân  tích 

•  Biến  đổi  lại  điều  kiện  của  biểu  thức:  abc  =  l^>lna  +  lnỄH-lnc  =  0 

•  Điểm  rơi:  a  =  b  =  c  =  ệ  -1 . 

•  Đánh  giá  cân  tìm:  Chọn  a,p  sao  cho:  — — — - b alnx  +  /?  >  0 

X2  +  X  + 1 

2  o  1 

•  Nghiệm  của  hệ  đánh  giá  hệ  số  nghiệm  bội:  a  =  --^,p  =  ---  . 

Bài  giai  3  3 

ỵ3  2  \ 

Xét:  fịx)=  - - 4lnx-4,  với  xe(ũ;+co).  Khi  đó  ta  có: 

Jy  ’  x2+x  +  l  3  3'  y  ’ 
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x2(x2+2x  +  3)  2  (x-l)(3x4+7x3+12x2+6x  +  2) 

ịx2+x  +  ĩ j  3^x2  +x  +  lj  X 

Sử  dụng  khảo  sát  bảng  biến  thiên  của  hàm  số  ta  được  /(x)  >  /(l)  =  0 . 

Vậy:  p  =  /(fl)  +  /(ỉ?)  +  /(c)  +  -^(lna  +  lnỉ>  +  lnc)+l>l  . 

3 

Đẳng  thức  xảy  ra  khi  a  =  b  =  c  =  1 . 

Kết  luận :  Vậy  giá  trị  nhỏ  nhất  của  của  p  là  1  khi  a  =  b  =  c  =  l. 


Bài  6:  Cho  a,b,c>  0  và  {a2  +  2^j(b2  +  2 jỊc2  +  2  j  =  27 .  Tìm  giá  trị  nhỏ  nhất  của 

biểu  thức:  p  —  a3  +b3  +  c3  +  a2  +  b2  +  c2 . 

Phân  tích 

•  Biến  đổi  lại  điều  kiện  của  biểu  thức: 

(a2  +  2)ịb2  +2)(c2  +2)  =  27^1n(a2  +2)  +  ln(fe2  +2)  +  ln(c2  +  2)  =  31n3 

•  Điểm  roi:  a  =  b  =  c  =  1  =>  £  =  1 . 

•  Đánh  giá  cần  tìm:  Chọn  a,Ị5  sao  cho:  X3  +  X2  +  ah\ịx2  +  2  Ị  +  (3  >  0 

15  151n3 

•  Nghiệm  của  hệ  đánh  giá  hệ  s^  nghiệm  bội:  a  =  ~2'fi  -  ~2 - 2 ' 

Bài  giải 

Xét:  /(x)  =  x3  +x2  -^ln^x2  +2^  +  -2,  với  X  e(0;+oo) .  Khi  đó  ta  có: 


/’(x)  =  3x2  +2x- 


15x  (3x3 +5x2 +llxj(x-l) 

x2+2_  x2+2 


■/'(x)  =  0<=>x  =  l 


Sử  dụng  khảo  sát  bảng  biến  thiên  của  hàm  số  ta  được  f[x)  >  /(*)-«• 

=>P  =  /(a)  +  /(fr)  +  /(c)  +  ^Ịln(a2  +  2)  +  ln(ỉ>2  +  2)  +  ln|c2  +  2)Ị  +  6- 

=>  p > 6 .  Đẳng  thức  xảy  ra  khi  a-b-c=  1 . 

Kêt  luận:  Vậy  giá  trị  nhỏ  nhât  của  của  p  là  6  khi  a  =  b  =  c  =  1. 


Bài  7:  Cho  a,b,c>  0  và  a2  +  b2  +  c2  =  a  +  b  +  c .  Tìm  giá  trị  lớn  nhâ't  của  biểu 
thức:  p  =  [a2  +  ^jịb2  +  l)(c2  +  l)  • 

Phân  tích 

•  Biến  đổi  lại  biểu  thức:  ln  p  =  ln  Ịa2  + 1  j  +  ln  Ịfr2  + 1  j + lnỊ  c2  + 1 ) 
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•  Điểm  rơi:  a  =  b  =  c  =  1  =>  £  =  1 . 

•  Đánh  giá  cần  tìm:  Chọn  a, p  sao  cho:  lnỊx2  +  lj  +  «Ịx2 -xj  +  /?<0 

•  Nghiệm  của  hệ  đánh  giá  hệ  số  nghiệm  bội:  a  =  -l,p  =  -ln2  . 

Bài  giải 

Xét:  /(x)  =  lnỊx2  +  lj-2^x2  -x)-ln2,  với  re(ũ  ;+oo) .  Khi  đó  ta  có: 


/■(*)= 


2x 

X2  +1 


■  2x  +  1  — 


{lx2  +x  +  l){x-l) 

1  =  -- - -—Ọ- - -=>/'(x)  =  0<=>x  =  l 

x2+l  J  y  ’ 


Sử  dụng  khảo  sát  bảng  biến  thiên  của  hàm  số  ta  được  /(x)  <  /(*)-«• 

=>lnP  =  /(fl)  +  /(b)  +  /(c)  +  2^a2  +b2  +c2  -a-b-cj  +  31n2 <ln8 . 

=>  p  <  8 .  Đẳng  thức  xảy  ra  khi  a  =  b  =  c  =  1 . 

Kết  luận:  Vậy  giá  trị  lớn  nhất  của  của  p  là  8  khi  a  =  b  =  c  =  ĩ. 

Bài  8:  Cho  a,b,c>  0  và  «  +  Ễ>  +  c  =  3 .  Tim  giá  trị  lớn  nhất  của  : 


p  = 


«3  |  fr3  c3 

+  (b  +  c)2  b2+ịc  +  aỷ  c2  +(a  +  bỴ 

T11_  *  „  _1_ 


Phân  tích 

,3 


•  Biến  đổi  lại  biểu  thức:  p  — 


a 


fl3  |  fr3  |  c3 
+  (3-a)2\2+(3-fr)2  +c2+(3-c)2 


•  Điểm  rơi:  a  =  &  =  c  =  l=>^  =  l. 

•  Đánh  giá  cần  tìm:  Chọn  a,p  sao  cho: 


X2  +  (3-x)2 


+  ax  +  p  <  0 


17  12 

Nghiệm  của  hệ  đánh  giá  hệ  số  nghiệm  bội:  a  =  -yrz,p  =  TT . 

25  25 


Bài  giải 

Xé,:  /(x)-  -  g  <ov,s(0;3) 

x2+(3-*)2  25  25  25(2^2-6x+9)  '  J 

Khi  đó:  P  =  /(fl)  +  /(5)  +  /(c)  +  ỉ|(fl  +  5  +  c)-|ỉ<|. 

Đẳng  thức  xảy  ra  khi  a  =  b  =  c  =  1 . 

3 

Kểỉ  /wổn:  Vậy  giá  trị  lơn  nhất  của  của  p  là  ^  khi  0  =  z?  =  c  =  1 . 
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TUYỂN  CHỌN  PHƯƠNG  TRÌNH  BẬC  BA  KHÓ  TÌM  NGHIỆM 
CHÍNH  XÁC  BẰNG  MỘT  SỐ  MÁY  TÍNH  ĐIỆN  TỬ  HIỆN  NAY 

(Bài  viết  dành  cho  học  sinh  từ  lớp  9  đến  lớp  12) 

NGUYỄN  SƠN  HÀ,  GV  TRƯỜNG  THPT  CHUYÊN  ĐẠI  HỌC  sư  PHẠM 

Bài  viết  cho  học  sinh  lớp  9  ôn  thi  vào  10,  học  sinh  THPT  ôn  thi  vào  đại 

học. 

Hiện  nay,  rất  nhiều  tài  liệu  giới  thiệu  kinh  nghiệm  sử  dụng  máy  tính  để 
giải  phương  trình.  Bài  viết  này  giới  thiệu  phương  trình  bậc  ba  khó  tìm  nghiệm 
chính  xác  bằng  một  số  máy  tính  điện  tử  hiện  nay.  Kiến  thức  chuẩn  bị  để  đọc  bài 
viết  đó  là: 

-  Hằng  đẳng  thức  đáng  nhớ. 

-  Căn  bậc  ba  của  một  số  thực. 

Trong  bài  viết  này,  tác  giả  sắp  xếp  thứ  tự  các  bài  từ  dễ  đến  khó  để  các  học 
sinh  lớp  9  học  lực  trung  bình  có  thể  theo  dõi  được. 

Bài  1.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  JC3  +  3x2  +  3x  - 1  =  0 
X  +  3x  +  3x  — 1  —  0 
X  +  3x  +  3x  +  1  —  2 
++(x  +  l)3  =  2 

X  +  ì-yỊĨ 

OX  =  yj2—l. 

Bài  2.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  X3  -  3x2  +  3x -  3-0 
X3  —  3x2  +  3x  -  3  =  0 
V3  -  3x2  +  3x  - 1  =  2 
<=>  (x-l)3  =  2 

<=>*-l  =  3/2 

<=>*  =  -ự2  +  l. 

Bài  3.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  JC3  +  6x2  +  12x  - 1  =  0 

X  +  6x  + 1 2x  — 1  —  0 

ox3  +3x2.2  +  3x22  +  23  =9 

<=>(x  +  2)3  =9 

X  +  2  =  ị/ộ 


1 


Tìm  tài  liệu  Toán  ?  Chuyện  nhỏ  -  www.toanmath.com 


TUYỂN  CHỌN  PHƯƠNG  TRÌNH  BẬC  BA  KHÓ  TÌM  NGHIỆM 
CHÍNH  XÁC  BẰNG  MỘT  SỐ  MÁY  TÍNH  ĐIỆN  TỬ  HIỆN  NAY 

(Bài  viết  dành  cho  học  sinh  từ  lớp  9  đến  lớp  12) 

NGUYỄN  SƠN  HÀ,  GV  TRƯỜNG  THPT  CHUYÊN  ĐẠI  HỌC  sư  PHẠM 

<=>*  =  3/9-2. 


Bài  4.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  X3  - 6x2  +  12x-l  =  0 
x3-6x2+12x-l  =  0 
<=>  X3  -  3x2 .2  +  3x.22  -  23  =  -7 
<=>(x-2)3  =-7 

ox-2  =  ịpĩ 
X  —  >/ — 7  +  2. 

Bài  5.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  X3  +  9x2  +  21 X  -1  =  0 
X3  +  9x2  +  27x  -1  =  0 
<»  X3  +  3x2.3  +  3x.32  +  33  =  28 
^(x  +  3)3=28 

^x  +  3  =  ^28 
o  X  =  SỈ28  -3. 

Bài  6.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  X3  -  9x2  +  27x  - 1  =  0 
X3  +  9x2  +  27x  -1  =  0 
<=>  X3  - 3x2.3  +  3x.32  - 33  =  -26 
<=>(x-3)3  =-26 

<=>  X  -  3  =  —>/26 
X  =  >/—26  +  3. 

Bài  7.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  8x3  +  12x2  +  6x  - 1  =  0 

8x3  + 1 2x2  +  6x  — 1  =  0 

<=>  (2x)3  +  3(2x)2  +  3.(2x)  +  1  =  2 

^(2x  +  1)3=2 

o2x  +  l  =  >/2 

_  >/2-1 
•w>  X  =  — — - — . 

2 
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Bài  8.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  8x3  -  12x2  +  6x  -  3  =  0 

8x3  —  12x2  +  6x  —  3  =  0 

<=>  (2x)3  -  3(2x)2  +  3.(2*)  -1  =  2 

^(2x-1)3=2 
2x  - 1  =  sfĩ 

_  ằỊĩ + 1 
<=>*=  —  . 

2 

Bài  9.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  8x3  +  60x2  +  150x  -2  =  0 

8x3  +  60x2  +  150x  —  2  =  0 

^(2x)3  +3(2x)2.5  +  3.(2x).52  +53  =127 

^(2x  +  5)3=127 
o2x  +  5  =  \JĨ2n 

VĨ27-5 

<»x  =  ^^— - . 

2 

Bài  10.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  8x3  -  60x2  +  150x  -2  =  0 

8x3  —  60x2  +  150x  —  2  =  0 

<=>  (2x)3  -  3(2x)2 .5  +  3.(2x).52  -  53  =  -123 

o(2x-5)3=-123 

<^>2x-5  =  -ự-123 
>/-123  +5 

X  =  — — - . 

2 

Bài  11.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  5x3  +  3x2  +  3x  + 1  =  0 
5x  +  3x  +  3x  +  1  =  0 
<=>  X  +  3x  +  3x  + 1  =  — 4x 
«>(x  +  l)3  =-4x3 

X  + 1  =  ịỊ — 4.X 
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-1 

^  X  “  77 

1-3M 

Bài  12.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  6x3  -  3x2  +  3x  - 1  =  0 
6x3  —  3x2  +  3x  - 1  =  0 
X3  -  3x2  +  3x  - 1  =  -5x3 
<=>(x-l)3  =  -5x3 

<=>  X  - 1  =  ỷ/—5x 
<^>ịl  —  yf—5^x  =  l 

1 

<'z*>  X  7  Tf 

1  —  V— 5 


Bài  13.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  10x3  +  6x2  + 1 2x  +  8  =  0 
10x3  +  6x2  +  12x  +  8  =  0 
<=>  X3  +  3x2.2  +  3x.22  +  23  =  -9x3 
<=>  (x  +  2)3  =  -9x3 
OX  + 2  =  ịf-9x 
<=>(l -^9)x  =  -2 
-2 

^  X  “  77 

1- ^9 

Bài  14.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  10x3  -  60x2  +  150x  - 125  =  0 

10x3  -  60x2  +  150x  -125  =  0 

<=>  (2x)3  -  3(2x)2 .5  +  3.(2x).52  -  53  =  -2x3 

^(2x-5)3=-2x3 

<=>  2x  —  5  =  sf—. 2x 
^(2-^2)x  =  5 

5 

<=>x  = - -j= 

2- ìpĩ 
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Bài  15.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  4x3  +  6x2  +  3x  —  2  =  0. 

4x3  +  6x2  +  3x  —  2  =  0 
8x3  +  12x2  +  6x  —  4  =  0 
•v^  8x  4~  1 2x  4~  6x  -ị- 1 =  5 
<=>(2x  +  l)3  =5 

o2x  +  l  =  tỈ5 
_  >/5-1 

•w>  X  =  — — — — 

2 

Bài  16.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  5x3  +  X2  +  3x  +  3  =  0 ; 

5x3  +  X2  +  3x  +  3  =  0 
<=>  45x3  +  9x2  +  27x  +  27  =  0 
<=>  X3  +  9x2  +  27x  +  27  =  -44x3 
<^(x  +  3)3=-44x3 

<í^>  X  +  3  =  >/— 44  X 
oịl-ff44)x  =  -3 

, .  '  -3 

<=>*  =  - - 

1  -  >/-44 

Bài  15  và  bài  16  khó  hơn  so  với  14  bài  trước. 

Bài  1 5  là  trường  hợp  riêng  của  phương  trình  tổng  quát 

(ax  +  b)3  =  c<z>ax  +  b  =  ị[c  <=>X  =  ^T — -(ữ^ o) 

Bài  16  là  trường  hợp  riêng  của  phương  trình  tổng  quát 

(ax  +  bỸ  —cx3  <z>  ax  +  b  =  ịfcx  <z>  x  = ~n=[a  ^  Vc) 

a-\Ịcy  ; 
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Khó  khăn  ở  đây:  Làm  thế  nào  để  biến  đồi  xuất  hiện  lập  phương  của  nhị  thức 
bậc  nhất  a.x+b?  Có  thể  mò  mẫm  và  dự  đoán  các  so  a,  b  được  không? 

Chúng  ta  cùng  quan  sát  đại  lượng  không  thay  đổi  khi  biến  đổi  ngược  cả  hai  dạng 
phương  trình  nói  trên 


(< ax  +  bỴ  —  c 

<»  a3  X3  +  3a2bx  +  3ab2x  +  b3  =c 

Hệ  số  bậc  2,  bậc  1  không  đổi 

<=>  ũ2  X2  +  3a2bx2  +  3ab2x  +  b2  —  c  —  0 

Hệ  số  bậc  2,  bậc  1  không  đổi 

_  3  b  b2  2  b3  -c 

<=>  X  +  3  X  3  ^  X  3  — 0 

a  a  a 

Tỉ  số  Hệ  số  bậc  2/bậc  1  không  đổi 

,  ,  ì  b  b2  ba 2  a 

và  bang  •  2  =  -Tĩ  =  "T 
a  a  a  b  b 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là 

bx2  b2 X  bx2  a2  ax 

a  a2  a  b2x  b 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là  ax/b 

(< ax  +  b )3  =  cx3 

a3 X3  +  3 a2bx  +  3 ab2x  +  b3  —  cx3 

Hệ  số  bậc  2,  bậc  1  không  đổi 

^  Cí  —  c  ^  X  +  3(2  bx  +  3 ub  X  +  b2  =0 

Hệ  số  bậc  2,  bậc  1  không  đổi 

3  ư2Z?  ab2  2  b3 

<=> X  +3  3  X  +  3  3  X  +  3  —0 

a  —c  a  —c  a  —c 

Tỉ  số  Hệ  số  bậc  2^ậc  1  không  đổi 
và  bằng 

a2b  ab 2  a2b  a3  —c  a 

a3—c  a3 -c  a3 —c  ab2  b 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là 

bx2  b2x  bx2  a3  -c  ax 

3  3  —  3  •  7  2  ~  1 

a  —c  a  —c  a  —c  b  X  b 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là  ax/b 
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Như  vậy,  trong  hai  dạng  phương  trình  ở  tài  liệu  này,  có  đặc  điểm  chung 
như  sau 

Nếu  tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là  ax/b  thì  ta  biến  đổi  để  xuất  hiện  lập  phương 
của  ax+b 

Bài  15.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  4x3  +  6x2  +  3x  —  2  =  0. 

6x2  2x 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là  -7—  =  y~.  Biến  đổi  để  xuất  hiện  lập  phương  của  2x+l, 

3x  1 

nếu  nhân  hai  vế  với  2  thì  có  biểu  thức  lập  phương  của  2x+l 

Bài  16.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  5x3  +  X2  +  3x  +  3  =  0 ; 

x2 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là  =  71.  Biến  đổi  để  xuất  hiện  lập  phương  của  x+3,  nếu 

3x  3 

nhân  hai  vế  với  2  thì  có  biểu  thức  lập  phương  của  x+3 

Bài  17.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình 
llx3  —  12x2  —  18x  — 9  =  0. 

—12x2  2x 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là  —77- —  =  Biến  đổi  để  xuất  hiện  lập  phương  của 

-18x  3 

2x  +  3,  nếu  nhân  hai  vế  với  2  thì  có  biểu  thức  lập  phương  của  2x  +  3. 

(2x  +  3)3  =  8x3  +  36x2  +  54x  +  27 
Lời  giải 

llx3  —  12x2  —  18x  — 9  =  0 
33x3  -  36x2  -  54x  -  27  =  0 
4  lx3  =  8x3  +  36x2  +  54x  +  27 
<^41x3=(2x  +  3)3 

1Ỉ4ĨX  =  2x  +  3 
3 

<=>x  =  -n= - 

3/4Ĩ-3 


Bài  18.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình 

4x3-27x2-36x-16  =  0 
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. . .  -21 X2  3x  .2.-2 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là  '  -  — p.  Biến  đối  đế  xuất  hiện  lập  phương  của 

-36x  4 

3x  +  4,  nếu  nhân  hai  vế  với  4  thì  có  biểu  thức  lập  phương  của  3x  +  4. 

(3x  +  4)3  =  27 X3  +  108x2  +  144x  +  64 
Lời  giải 

4x3-27x2-36x-16  =  0 
<=>  16x3  -  108x2  -  144x  -  64  =  0 
<=>  43x3  =  21 X3  +  108x2  +  144x  +  64 
<^43x3=(3x  +  4)3 

<=>  yJÃ3x  —  3x  +  4 
4 

<^>  X  1— —  ~ 

Ự43-3 

Bài  19.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình 
x3  +  12x2-42x  +  49  =  0 

1 2x2  2x 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là  ——  -  Biến  đổi  để  xuất  hiện  lập  phương  của 

-42x  -7 

2x  -  7,  nếu  nhân  hai  vế  với  4  thì  có  biểu  thức  lập  phương  của  2x  -  7. 

(2x  -  7)3  =  8x3  -  84x2  +  294x  -  343 
Lời  giải 

x3  +  12x2-42x  +  49  =  0 
<=>  7x3  +  84x2  -  294x  +  343  =  0 
<=>  15x3  =  8x3  -  84x2  +  294x  -  343 
^15x3=(2x-7)3 

^^/Ĩ5x  =  2x-7 
-7 

X  7  r—  ”7 

ms-2 

Bài  20.  Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình 
10x3+75x2-30x  +  4  =  0 

Tỉ  lệ  bậc  hai/bậc  nhất  là  Biến  đổi  để  xuất  hiện  lập  phương  của 

-30x  -2 
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5x  -  2,  nếu  nhân  hai  vế  với  2  thì  có  biểu  thức  lập  phương  của  5x  -  2. 

(5x  -  2)3  =  125x3  -  150x2  +  60x  -  8 
Lời  giải 

10x3+75x2-30x  +  4  =  0 
•Cí>  20x  +150x  — 60x  +  8  —  0 
<=>  145x3  =  125x3  -  150x2  +  60x  -  8 
o145x3=(5x-2)3 

^/l45x  =  5x  -  2 
-2 

<=>x  =  —ị= - 

45-5 


Phương  pháp  trên  không  phải  là  vạn  năng,  nó  chỉ  giúp  các  học  sinh  giải  được 
một  số  phương  trình  bậc  ba  có  thể  biến  đổi  xuất  hiện  các  đại  lượng  trong  hằng 
đắng  thức  đáng  nhớ,  trong  đó  có  những  phương  trình  bậc  ba  khó  tìm  nghiệm 
chỉnh  xác  bằng  một  so  máy  tỉnh  điện  tử  hiện  nay.  Với  phương  pháp  này,  có  thế 
giải  được  một  so  phương  trình  bậc  cao  khác,  vỉ  dụ 
Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  X4  +  2x3  +  3x2  +  2x  =  1. 

Tìm  nghiệm  thực  của  phương  trình  X4  —  2x3  +  3x2  +  2x  + 1 

Với  các  học  sinh  lớp  11,  12,  các  em  có  thế  tìm  hiếu  Phương  pháp  Cardano, 
phương  pháp  lượng  giác  đế  giải  phương  trình  bậc  ba 

Địa  chỉ  Online  https://vi.wikipedia.org/wiki/Phương_trình_bậc_ba 
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KINH  LUP  TABLE 
TẠP  9 

Tuyển  tập  các  phương  pháp  hay  trong  giải 
toán  Trung  học  phổ  thông  quốc  gia 
(Tháng  1  -  Tháng  2  năm  2016) 


MỤC  LỤC 

Phần  1 :  Cách  mở  rộng  số  biến  trên  bảng  TABLE. 

Tác  giả:  NGUYỄN  PHAN  KIM  HIẾU 

Trang  02 

Phần  2:  Vận  dụng  máy  tính  Casio  giải  bài  toán  số  phức. 
Tác  giả:  BÙI  THE  LẮM 

Trang  03 

Phần  3:  Chia  đa  thức  có  dư  bằng  máy  tính  Casio. 

Tác  giả:  VÍCH  BẢO  NGUYỄN 

Trang  05 

Phần  4:  Kỹ  thuật  “Parabol  nhỏ”  trong  bài  toán  nghiệm  kép. 
Tác  giả:  ĐOÀN  TRÍ  DŨNG 

Trang  10 

Phần  5:  Phương  pháp  Casio  vận  dụng  công  thức  Cardano 
giải  phương  trình  bậc  3. 

Tác  giả:  VÍCH  BẢO  NGUYỄN 

Trang  13 


1 


Tìm  tài  liệu  Toán  ?  Chuyện  nhỏ  -  www.toanmath.com 

KÍNH  LÚP  TABLE  9  -  ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  ỴÍCH  BẢO  NGUYỄN 
-BÙI  THẾ  LÂM  -  NGUYỄN  PHAN  KIM  HIỂU 


CHỦ  ĐỀ  01: 

Mở  rộng  số  biến  trên  bảng  TABLE 
Tác  giả:  NGUYỄN  PHAN  KIM  HIẾU 
(Chì  áp  dụng  với  FX  570  VN  PLUS,  VINACAL) 


Bảng  TABLE  bị  hạn  hẹp  là  một 
khiến  học  sinh  khó  tiếp  cận  tìm  1 
trình.  Hôm  nay,  tôi  xin  giới  thiệi 
mở  rộng  bảng  số  TABLE  như  sa 

trong  những  nguyên  nhân 
'a  các  nghiệm  của  phương 

J  với  các  bạn  một  cách  để 
iu: 

Bước  1:  Bấm  SHIFT  MODE 

HMthlũ  2 :  L i ne 1 0 
3:Dea  4: Red 

5:Gra  6:FiK 

7:Sci  SiNonm 

Bước  2:  Bấm  nút  xuống 

i 

liabyc  2:d/c 
3ĨCMPLK  4ÌSTAT 
SĨTABLE  6: Rdec 

7: DiSP  SiíCONT* 

Bước  3:  Chọn  TABLE 

Chọn  f(x). 

Sau  đó  bấm  ON. 

Select  Type? 

1:  f  cẽ> 

2: f (KĨ 

Như  vậy  bảng  TABLE  đã  được  mở  rộng  thêm  10  hạng  tử 
và  giúp  chúng  ta  thoải  mái  hơn  trong  việc  tìm  điều  kiện. 
Chẳng  hạn  chúng  ta  có  thể  lựa  chọn  các  miền  sau: 

MIỀN  1 :  start  =  -14,  End  =  i  4,  step  =  1 . 

MIỀN  2:  start  =  -7,  End  =  7,  step  =  0.5. 
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CHỦ  ĐỀ  2: 

Vận  dụng  máy  tính  Casio  giải  bài  toár 
Tác  giả:  BÙI  THÊ  LẦM 

số  phức. 

2 

Ví  dụ  1 :  Cho  số  phức  z  thoả  mãn:  — 

modun  w  =  1  +  z  +  z2 . 

Z-  2i 

l  ) 

Z-1 

-  =  3-i  .Tính 

Đặt  Z  =  a  +  bi(a,beR).  Khi  đó  ta  có: 

2a  +  2(b  -  2)i  =  (3  -  i)(a  - 1  +  bi)(1) 

(1 )  sẽ  được  giải  bằng  Casio  như  sau. 

Ta  hiểu  a  là  X  và  b  là  Y  trong  máy  tính.  Gán 
X=1000.Y=100  sau  đó  khởi  tạo  số  phức  bằng  Mode  2. 
Nhập:  2(X  +  (Y -2)i)-(3-i)(X-1  + Yi)  ấn  bằng  máy  hiện 


ra  -1097+895Ì 

-1097  =  -a-b  +  3 

895  =  a  -  b  -  5 
-a  —  b  +  3  —  0 


Tức  là  : 


có  hệ 


Đặt  z  =  a  +  bi(a,b  e  R) .  Khi  đó  ta  có: 
(a  +  bi  +  1)(i  +  1)  a_1_bi 


<^> 


+  bi  +  1)(i  +  1)+  .  =a2  +  b2 

(a2  +  b2)(1  -  i)  -  (1  +  i)(1  -  i)(a  +  bi  + 1)  -  a  +  bi  + 1  =  0 

r ầ  .1 |  _  ■  vv  _  (  _  í  _  |_  I  / 1— V  I 2.  -t  A  I 


Chúng  ta  thực  hiện  tương  tự  như  VD  1  nhưng  ở  đây  khác 
ở  chỗ  CALC  với  x=1000  và'Y=1/100.  Tương  tự  Ví  dụ  1  ta 
được  kết  q uả :  996999, 000 1  +  999999, 990 li 
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Nháp: 


996999,0001  =  X2  -  3X  +  Y2  - 1  =  a2  -  3a  +  b2  - 1 
999999,9901  =  X2  +  Y2  -  Y  =  a2  +  b2  -  b 


Có  hệ: 


a2  -  3a  +  b2  - 1  =  0 
a2  +  b2  -  b  =  0 


Ta  =  0 

jb  =  1 


Vậy:  z  =  i;Z  = 


-3  i 
10  +  10 


Nếu  các  bạn  CALC  với  x=1000  và  Y=100  như  ví  dụ  1  sẽ 
rất  dễ  sai  sót.  Kinh  nghiệm  cho  thấy  nếu  có  bậc  2  trở  lên 
thì  ta  làm  giống  ví  dụ  2,  còn  bậc  nhất  thì  như  ví  dụ  1 . 

Bài  tập  áp  dụng: 

Bài  1 :  Cho  z  thỏa:  Z(1-i)  +  (2Z-1)(1  +  i)  =  1-i  Tìm  modun 


của  số  phức  w  = 


Z-1 
Z  +  1' 


Bài  2:  Tìm  z  thỏa  mãn:  Z2-2Z  =  |Z|2. 

Bài  3:  Tìm  số  phức  z  có  phần  thực  dương  thỏa  mãn: 

|z|2  -ĨZ  =  (1  +  2i)z 

Bài  4:  Tìm  sô  phức  z  thỏa:  Z-^—  =  \. 

Z+1 
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CHỦ  ĐỀ  03: 

Chia  đa  thức  có  dư  bằng  máy  tính  Casio. 

Tác  giả:  yịCH  BẢO  NGUYỄN-  ADMIN  CASỊOMEN 


Phương  pháp  này  chăc  hăn  nhiêu  người  biêt  nên  mình 
không  dám  nhận  là  mình  sáng  tạo  ra.  Song  mình  sẽ  chia 
sẻ  cho  mọi  người  biết.  Phương  pháp  này  cực  lợi  hại  trong 
các  bài  toán  tính  tích  phân  và  nhiều  bài  toán  khác. 

Nquvên  lý:  Khi  chia  một  biểu  thức  cho  một  biểu  thức,  calc 
x=1000,  phần  nguyên  là  phần  nằm  trước  dấu  còn  phần 
dư  sẽ  là  phần  nằm  sau  dấu  phẩy. 

Nếu  phân  tích  G(x)  =  h(x)g(x)  +  g'(x) 

Phép  chia  sẽ  luôn  được  như  kết  quả  được  biểu  diễn  như 

G(x)  ,  x  g'(x)  ,  X 

sau  :  v  7  =  g  ( X )  +  7  ;  7  , trong  trường  hợp  ta  muôn  chia 
h(x)  v  7  h(x) 

triệt  để  nhất,  tức  là  chia  sao  cho  bậc  của  g'(x)  nhỏ  hơn 
bậc  của  h(x) ,  như  vậy  khi  cacl  X  =  1000,100,...  thành  phần 

sẽ  nam  sau  dau  'V'  bị  phân  cách  và  ta  có  thể  khử  đi 

b(x) 

dễ  dàng. 

Vậy  khử  thế  nào  ư,  ta  làm  như  sau:  khử  thành  phần  g(x) 


trước  rồi  khử  thành  phần  g'(x).VỚi  cách  thức  này  ta  còn 

có  thể  tách  theo  gì  mình  thích.  Tôi  sẽ  cho  các  bạn  thấy  qua 
các  ví  dụ. 


-  Bước  1:  Nhâp  biểu 

H  Math 

thức 

3K4+4K3+2K2+7K-; 

X2+2X+3I  r 
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-  Bước  2:Khừ  biêu 
thức  thương  kết  quả 
phép  chia(  Tức  là 
thành  phần  g(x)  tôi  đã 
nói  ở  nguyên  lý),  ta 
coi  như  không  nhìn 
thấy  thành  phần  sau 
dấu  phẩy,  khai  triển 
như  bình  thường,  coi 
như  mù  không  thấy 
nhá: 


s  Math 

X? 

0 

[9  Math 

0 

0  Math  A 

3X4+4X3+2X2+7XV 

X2+2X+3 

2997997.019 

[9  Math  ầ 

nv2i 

+2X+3  3X1 

1]  Math  á 

3X^+4X3+2X2+7Xv 

X2+2X+3 

-2002.981028 

s  Math  A 

^7X±i_3JÍ2+2Jí+a 

H  Math  á 

3X4+4X3+2X2+7X-t 

X2+2X+3 

0.01897199909 


-Bước  3:  Còn  thành 


phần 


g'(x) 


nữa  nằm 


I  M,th  4  0  "5th  ‘ 

(  3^4+4g++^+23+7>  «+3j  ( X2  +2X+3)  I 


h(x) 

sau  dấu  ta  tách  thế 
nào,  khá  là  đơn  giản. 
Nhân  tất  cả  với  mẫu 
thức  là  biết  nó  thôi 


( 


0  Math  i 

3x£+4x3+2x2+7x 

X2+2X+3 

19010 


-Bước  4:Ta  khử  nó 
thôi.  Khử  xong  nó  ra 
kết  quả  vậy  nhiều 
người  sẽ  nghi  ngờ, 
nhưng  đây  là  calc 
x=1000, đương  nhiên 
là  có  sai  số  rồi,  bạn  sẽ 
yên  tâm  sau  bước  5 


“  Math  *  I  Math  i 

<2 +2X+3)  - 1 9X- 1  a  í  ĩ::'4+4:;; +2''2+7:'í> 


K2+2K+3 

-3. 11426xm3 


-  Bước  5:Kiêm  tra  lại: 
Ta  nên  kiểm  tra  lại  giá 
trị  đặc  biệt  ví  dụ  như 
là  số  n.  Như  vậy  là 
OK  rồi,  giá  trị  nhỏ  như 
n  không  lớn  nên  là 
khả  năng  làm  tròn  của 
nỏ  sẽ  thắp  hơn. _ 


X?  ri 

1000 

m  Math  á 

Ị  3^4+4^3+2K2+7^ 
L  K2+2K+3 

Ũ 


1000 
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-  Bước  6:  Đoc  số  liệu:  Ta  cần  nhìn  vào  màn  hình,  phải  lưu 


ý  khi  đọc  sô  liệu  màn  hình  hiện  là: 

3x4 +  4x3 +2x2 +  7x  +  1  -2  ,  _  ,  0V,2  .  ,  o\ 

- _  '  ' - 3x2  +  2x  +  3  x2+2x  +  3  =19x  +  10 

v  X  +  2x  +  3  y  ’ 


, .  .  3x  +4x  +2x  +7x  +  1  o..2  .  o..  .  o  .  -19X-10  „ 

Hay: - -  '  - - 3x  +  2x  +  3  +  —= — -r — --  =  0 

X2  +  2x  +  3  X2  +  2x  +  3 

Chú  ý:  Khi  làm  thì  các  bạn  đừng  dại  mà  viết  lại  cái  này  ra 

giấy, ta  nên  nhớ  là  thành  phần  thương  của  phép  chia  sẽ 

nằm  trong  ngoặc  thứ  nhất,  thành  phần  số  dư  sẽ  nằm  ngoài 

ngoặc.  Như  vậy  kết  quả  phép  chia  sẽ  là  được  3x2  -2x-3 

dư  19x  +  10. 


Như  vậy  nếu  tách  biểu  thức  3x4 +4x3 +2x2 +7x  +  1  theo 
X2  +  2x  +  3  thì  ta  sẽ  được  là 

3x4+4x3+2x2+7x  +  1  =  (x2+2x  +  3)(3x2-2x-3)  +  19x  +  10 


Đây  chỉ  là  cái  vặt  thôi,  kỹ  thuật  này  còn  có  ưu  việt  hơn  là 
mình  có  thể  ép  biểu  thức  thương  theo  ý  mình.  Thắc  mắc  vì 
sao  thì  các  bạn  hãy  quan  sát  ở  ví  dụ  2: 


VD2:  Phân  tích  3x4 +4x3 +2x2 +7x  +  1  theo  x2+x  +  1  và 
X2  -x  +  2 


Khá  là  đơn  giản  với  nguyên  lý  trên.  Lúc  này  ta  coi  biểu 
thức  chia  là  X2  +  X  + 1 ,  biểu  thức  thương  là  X2  -  X  +  2  hoặc 
ngược  lại  và  tiến  hành  phân  tích 
-  Bước  1 :  Nhập  biểu  thức  và  khử  biểu  thức  thương 

E  Math  ả  1]  Math  ả 

3íí^+4fí3+2fí2+7X-L  "2+7X+1  w2  .  ư  ri 

X2+X+1I  .+  i  *  *  J 

-Bước  2:  Tìm  và  khử  biểu  thức  dư. 
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0  Math  á 

j"  3*4 +4*3 +2*2 +7* 

l  X2+X+1 

E  Math  A 

<+X-2)(X2+X+l)l 

E  Math  ẩ 

X? 

0 

a  Math 

Ũ 

BI  Math  ầ 

í  3*4 +4*3 +2*2 +7ì: 
i  ?Í^+?Í+1 

2. 004000006x10 12 

■> 

0  Math  ấ 

+2X4-4X3-GX+1I 

1]  Math  á 

(  3*4  +4*3  +2*2  +7* 

l  X2+X+1  v 

0 

-  Bước  3:  Kiểm  tra  lại 


m  Math  i 

1  Math  i 

H  Math  i 

X? 

ĩi 

Ị  3X4  +4X3  +2X2  +7” 

{  X2+X+1  v 

lũũũ 

1000 

0 

-  Bước  4:  Đọc  số  liệu:  Trên  màn  hình  máy  tính  hiện 

3x4  +  4x3  +  2x2  +  7x  + 1  2  ,  w  A  2  .  w  . 

- - - X2  +  X-2  X2  +  X  +  1 

X2  +  X+1  y  > 


-2x4  -  4x3  -  6x  + 1  =  0 
Tức  là  sẽ  có: 

3x4  +  4x3  +  2x2  +  7x  + 1 
=  (x2  +  x  +  l)(x2-x  +  2)  +  2x4+4x3+6x-1 

Bình  luân: 

1. Thực  ra  với  cách  làm  của  ví  dụ  2  ta  không  cần  phải  làm 
kỳ  công  như  vậy  mà  nên  làm  theo  kiểu  truy  tìm  biểu  thức 
m(x)  với: 

m(x)  =  3x4  +  4x3  +  2x2  +  7x  + 1  - (x2  +  X  +  l)(x2  - X  +  2) 

thì  sẽ  tìm  được  m(x)  =  2x4  +  4x3  +  6x  - 1 . 

2. Ta  cũng  có  thể  phân  tích  như  sau  bằng  Casio: 

3x4  +  4x3  +2x2  +7x  +  1 

=  3(x2  +  x  +  l)(x2  -  x  +  2)  +  4x3  -4x2  +4x-5 

3.  Chia  thì  nó  khá  thiên  biến  vạn  hóa  theo  yêu  cầu,  nên  là 
ta  cần  linh  hoạt  xử  lý  theo  từng  yêu  cầu.  Mỗi  phép  chia  lại 
có  một  yêu  cầu  khác  nhau,  cần  linh  hoạt  mà  xử  lý. 
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4.  Đây  là  phương  pháp  mình  nghĩ  ra  nhưng  không  dám 
nhận  là  sáng  tạo  khai  sinh  ra  nó  vì  chắc  hẳn  nhiều  người 
đã  đã  nghĩ  ra  nó  rồi.  Mình  là  người  chia  sẻ  phương  pháp 
này  đầu  tiên  nên  mong  các  bạn  có  thể  gọi  nó  là  "  phương 
pháp  chia  có  dư  của  Vích  Bảo  Nguyễn"  để  mình  vui  A_A 
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CHỦ  ĐỀ  04: 

Kỹ  thuật  “Parabol  nhỏ”  trong  bài  toán  nghiệm  kép. 
Tác  giả:  ĐOÀN  TRÍ  DŨNG 

(Phương  pháp  này  được  xây  dựng  từ  câu  chuyện  bó  đũa...) 


Ví  dụ  1 :  Giải  phương  trình  sau  trên  tập  sô  thực: 

X2  -  X  +  2  +  x^x2  +  3  =  V2x3  +  X2  +  2x  - 1  +  %/3x2  -  2x  +  3 

Phân  tích 

Dễ  dàng  sử  dụng  máy  tính  ta  nhận  thấy  phương  trình  có 
nghiệm  kép  X  =  1. 

Tuy  nhiên  vấn  đề  khó  ở  đây  là,  nếu  chuyển  vế  và  tạo  liên 
hợp  theo  dạng: 

X2  -  X  +  2 - Ịax  +  b - xVx2  +  3  j  +  Ịax  +  b - %/2x3  +  x2  +  2x-lj  + 


+Ịax  +  b -  V3x2  -2x  +  3Ị  =  0 

thì  rất  dễ  bị  âm  sau  khi  liên  hợp.  Tốt  nhất  là  không  nên 
đánh  liều.  Ta  suy  nghĩ  đến  việc  liên  hợp  căn  bên  trái  với 
một  trong  hai  căn  bên  phải.  Tuy  nhiên  để  biết  chính  xác 
căn  nào  khá  mệt  bởi  với  X  =  1  thì  cả  3  giá  trị  sau  cùng 
nhận  giá  trị  là  2: 

xựx2+  3  =  n/2x3  +  x2+2x-1  =  V3x2-2x  +  3  =  2 

Thật  khó  đoán  phải  không  nào.  Khi  đó  ta  sử  dụng  TABLE 


như  sau: 


F(x)  =  x%/x2  +  3  -  V2x3  +  X2  +  2x  - 1 
G(x)  =  x^x2  +  3  -  ^3x2  -  2x  +  3 


So  sánh  các  giá  trị  của  F(x)  và  G(x)  nhận  được  từ  TABLE, 
ta  thấy  rõ  ràng  F(x)  đem  lại  nghiệm  kép  còn  G(x)  thì  không. 


H  Math 


B 

F(KJ 

ERROR 

G  >:  j 

-M.BẼB 

9 

-D.5 

ẼRRÕR 

-ã.ÕB 

10 

□ 

ẼRROR 

-l.ĩiẼ 

-1 


H  Math 


F(KJ 

G  >:  j 

1  1 

B.s 

ũ. 19MB 

-B.nsE 

lã 

0 

0 

ii 

mmrc- 

B. IEBÌ 

B.B9BB 

1.5 
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(Nếu  quên  để  thầy  nhắc  lại:  “Nghiệm  kép  thì  hàm  số  không 
đổi  dấu  qua  trục  hoành,  nghiệm  đơn  thì  qua  trục  hoành 
hàm  số  sẽ  đổi  dấu,  vậy  là  nhận  ra  chưa  A_A). 

Do  đó  hướng  đi  bài  toán  đã  quá  rõ  ràng  rồi,  giờ  là  giải  thôi. 

Bài  giải 

X2  -  X  +  2  +  x>/x2  +3  =  a/2x3  +x2  +2x-1  +  \/3x2  -2x  +  3 

Ịx2  - X  +  2 - a/3x2  - 2x  +  3 j  +  ỊxVx2  +  3  - >/2x3  +x2+2x-lj  =  0 

o  (x2+l)(x-1)2  +  (x2+l)(x-1)2  =0 

X2  -  X  +  2  +  %/3x2  -2x  +  3  x^x2  +3  +  >/2x3  +  x2  +2x-1 
Chú  ý:  2x3  +  x2+2x>1>0<=> x(2x2  +  x  +  2)>0<»x>0. 

Ví  dụ  2:  Giải  phương  trình  sau  trên  tập  số  thực: 

|x  - 1|  +  V2x  -  X2  +  X2  + 1  =  ự6x2  +  3 

Phân  tích 

Có  trị  tuyệt  đối  có  vẻ  khó  khăn  đây  ta  ©.  Đầu  tiên  cứ  dò 
nghiệm  đi,  ta  thấy  có  nghiệm  kép  X  =  1 . 

Sử  dụng  TABLE  nào,  ai  tinh  tướng  nhất  trong  cái  phương 
trình  này,  ta  đánh  vào  nó  trước. 


t:  < 

0  ^ 

$ 

II  II 

X  — 1|  —  ^6x2  +3 

1  .  Khi  đó  khảo  sát  TABLE: 

|x-1  +  V2X-X2 

L 

E 

1 

1  E 

i  i 

I  Math 

F  ■:  :■ 

-1.309  I.M 

-i.iĩĩ  I.3ĨẼ5 

-É.MI5  i.ĩnãn 

0. 4 

H  Math 

F  <KJ  ũ  (Kì 

5  ■nr  -ã.MÌB  1.  nan 

i  1  -3  1 

ĩ  I.Ẽ  -3.51  ĩ  1.  nai 

0.  s 

Không  thấy  cái  nghiệm  kép  nào  phải  không,  tuy  nhiên  hãy 
nhìn  kỹ  đi,  G(x)  đang  tiếp  xúc  đường  thẳng  y  =  1 . 

Như  vậy,  Ị|x  - 1|  +  V2X-X2  -  lỊ  chính  là  biểu  thức  cần  tìm. 

Chú  ý:  Để  kết  nối,  ta  có  thể  sử  dụng: 

a  +  b  =  4Ỉ  +  b2  +2ab 
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Bài  giải _ 

Ta  có:  |x  — 1|  +  \/2x-x2  +  X2  + 1  =  %/6x2  +  3 

<^Ị|x-1|W2x-x2  - 1  j  +  Ịx2  +  2  -  %/6x2  +  3  j  =  0 

Ị^I  +  2  |x  - 1|  ^2x  -  x^  -  lj  +  Ịx2  +  2  -  a/ôx2  +  3  j  =  0 

2|x-1Ư2x-x2  (x-1)2(x  +  1)2 

■  1  1  — —  +  -^ - -  V  7  =0<^>x  =  1 

ựl  +  2|x-1|V2x-x2  +1  X2  +  2  + V6x2  +3 


BÀI  TẬP  ÁP  DỤNG 

Áp  dụng  1 :  Giải  phương  trình  sau  trên  tập  số  thực: 

ự4x-2(^  +  >/2)  =  xựx2+1  +  x2+1 

Áp  dụng  2:  Giải  phương  trình  sau  trên  tập  số  thực: 

(3-x)3 


X  + 


4^ 


X2  +2- 


7x-6 


—  X  +  24 


X2  +  X  +  3 


X2  +  X  +  3 

Áp  dụng  3:  Giải  phương  trình  sau  trên  tập  số  thực: 

4Ã 


YĨ+2ĨÍ7 


4x3+4x2  =(x-1)  +1 


X 


(Trích  đề  thi  thử  lần  2  -  2015  -  Chuyên  ĐHSP  Vinh) 


Câu  chuyện  bó  đũa  và  bài  học 

Một  ngày  một  người  cha  sắp  khuất  núi  gọi  các  con  đến  và 
bảo  các  con  bẻ  một  bó  đũa.  Nhưng  không  ai  bẻ  được. 
Người  cha  tháo  bó  đũa  ra,  bẻ  từng  chiếc  một. 

TABLE  cả  một  phương  trình  ra  hơi  khó  giải,  hãỵ  TABLE 
từng  đoạn  nhỏ  một,  bạn  sẽ  khám  phá  ra  những  điều  bí  mật 
không  tưởng  tuyệt  vời. 

Trong  cuộc  sống,  không  có  ai  hoàn  thiện.  Hãy  đoàn  kết 
cùng  nhau  vượt  qua  mọi  khó  khăn.  Không  ai  sống  cô  đơn 
mãi  một  mình.  Chúc  các  em  thảnh  công  -  Đoàn  Trí  Dũng. 
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CHỦ  ĐỀ  05 

PHƯƠNG  PHÁP  CASIO  VẬN  DỤNG  CÔNG  THỨC 

CARDÁNO 

GIẢI  PHƯƠNG  TRÌNH  BẬC  3 
Tác  giả:  VÍCH  BẢO  NGUYỄN 


Nên  tảng  của  phương  pháp:  Sử  dụng  biên  đôi  tương 
đương  sau: 

a3  +  b3  +  c3  -  3abc  =  (a  +  b  +  c)(a2  +  b2  +  c2  -  ab  -  bc  -  ca) 

Mục  tiêu  của  phương  pháp: 

•  Bước  1 :  Đưa  phương  trình  bậc  3  về  dạng  chuẩn: 

X3  +  mx  +  n  =  0 

g3  _|_  1^3  —  p  ,  , 

•  Bước  2:  Đặt  <!  ,  khi  đó  ta  biến  đổi  phương 

[-3ab  =  m 

trình  trên  về  dạng: 

a3  +  b3  +  c3  -  3abc  =  (a  +  b  +  c)(a2  +  b2  +  c2  -  ab  -  bc  -  ca) 

•  Bước  3:  Tìm  a  và  b:  Chú  ý  rằng:  -3ab  =  m 

<^> b  =  — r—  => a  -  -  =  n  <^> (a  )  -na  -  —  =  0 


-3a  27a3  v  '  27 

(Ta  luôn  tìm  được  a,  b  vì  là  nghiệm  phương  trình  bậc  2). 

Cách  biến  đổi  phương  trình  bậc  3  dạng  tổng  quát  về 
dạng  chuẩn:  ' 

Xét  phương  trình:  ax3  +  bx2  +  cx  +  d  =  0 . 

b 

Để  làm  biến  mất  X2 ,  ta  đặt  ẩn  phụ:  x  =  y  +  kvới  k  =  ^— . 

3s 


Ví  dụ  1:  Giải  phương  trình:  X3 -4x2 +5x-3  =  0(1) 

-  Bước  1 :  Quy  về  dạng  khuyết  thành  phần  bình  phương  : 

_4  4  ""  4 

Ta  có:  k  =  ^  .Đặt  X  =  y  +  ^  phương  trình  (1)  sẽ  trở 

3x13  3 

thành  "dạng  chuẩn".  Để  phân  tích  nhanh  chóng  (1)  theo  ẩn 
X,  ta  sẽ  sử  dụng  Casio. 
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•  Đầu  tiên  là  nhập  biểu  thức  X3  -  4x2  +  5x  -  3  vào  máy 
tính,  ta  lưu  ý  sử  dụng  2  công  cụ  lưu  nghiệm  trên  máy 
tính  là  X,Y,  việc  ta  cần  làm  la  truy  tìm  biểu  thức  theo 
ẩn  y: 

X3-4X2+5X-a  Math 

•  Công  việc  tiếp  theo  là  khử  đi  y3  vì  hệ  số  của  nó  bằng 


hệ  số  của  X3 ,  ta  trừ  đi  để  làm  mất  nó  : 
X3-4X2+5X-3-Y3ì 

Còn  2  thành  phần  nữa  là  thành  phần  hệ  số  tự  do  và 
hệ  số  của  y. 

•  Ta  khử  thệ  số  tự  do  bằng  cách  Calc  x=  k,  trong  bài 
toán  này  là  x=  I  ,Y=0 

s  Math  H  Math  s  Math 

X?  4-3  Y? 

0  0  0 

0  Math  á 

X3-4X2+5X-3-Y3 

29 

'27 

-29  29  ^2 

Như  vậy  hệ  số  tự  do  là  -TTr  ta  cộng  thêm  ^  để 

27  27 

4ỈX2+5X-3-Y3+|| 

khử  đi  hệ  số  tự  do. 

•  Việc  làm  tiếp  là  khử  đi  thành  phần  y,  ta  Cacl 
X=1+k,Y=1  với  bài  toàn  này  thì  cụ  thểX  =  1  +  ^;Y  =  1 
để  tìm  hệ  số  của  y  : 
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X? 

E  Math  i 

BI  Math  i 

1.333333333 

1.333333333 

Y? 

11  Math 

B  Math  ẩ 

0 

0 

0  Math  á 

X3-4X2+5X-3-Y3-» 

_i 

“3 

"I  V 

Như  vậy  hệ  số  của  y  là  ,  ta  sẽ  cộng  thêm  ị  để 

3  3 

làm  mất  đi  thành  phần  y: 

4+5X-3-Y3+H+3i 

•  Bước  cuối  cùng  là  kiểm  tra  lại:  Calc  x  =  7ĩ+k;Y  =  7Ĩ, 


s  Math  i 

II  Math  i 

X? 

J[+4*a 

2.333333333 

2.333333333 

s  Math  á 

BI  Math  i 

Y? 

ĩi 

1 

1 

0  Math  á 


X3-4X2+5X-3-Y3-i> 

0 

Bằng  0  tức  là  biểu  thức  luôn  đúng  rồi,  tức  là 

ta  có  X3  - 4x2  +  5x-3-y  +Ặ  +  Ị^  =  0,Vx  =  y  +  ^  là 

3  27  3 


luôn  đúng. 

_ ,  o  .  9  _  „  9  V  29  4 

Tức  X  -4x  +5x-3  =  y3  -Ặ-^.Vx  =  y  +  Ị 

y  3  27  y  3 
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-Bước  2:  Sau  khi  đã  quy  về  "dạng  chuẩn"  X3  +  mx  +  n  =  0 , 


ta  đặt 


a  +  b  =  n 
-3ab  =  m 


,  trường  hợp  bài  toán  này  là  phương 


x  ,  o  V  29  ^ 

trình  sau  khi  quy  vê  dạng  mới  là  y  -  ị  -  -=  =  0 ,  quy  bài 

3  27 


V  29 

toàn  về  giải  phương  trình  bậc  3  mới  là  y3  -  3  27  =  0 


Với  bài  toán  cụ  thể  này  là  đặt 


a3  +  b3  = 


-29 


27 


-3ab  =  -! 
3 


,  giải  hệ  này 


ta  thu  được  ã\ữ\à  2  nghiệm  của  phương  trình  bậc  2. 


1]  Math  E 

b  c  4  b 

□  ũ]  [Ị  WỂM 

Math 

a  Math 

'  ũ] 

0 

0  29H-27I 

[  4  , 

0  Math 

I.ŨHM  MT] 

(  — 1t3t  (• 

-3)  )3| 

Xi= 

0  MathT 

X2= 

0  Math  á 

-29+3^/93 

-29-3^93 

54 

54 

3  -29  +  3^93  A  .3  -29 - 3^/93 

Có  2  nghiệm  a3  = - - >A,b3  = - - >  B 

54  54 

Như  vậy  ta  được:  y3  “  3  “  '~Ệị  =  y3  +  ^/Ã3  +  ^/b3  -  3y\/Ã>/B 


=  Ịy  +  yfÃ  +  #)(y2  +  s[Ẵ2  +  m2  -  y%/Ã -  y^/B  -  n/Ầa/b  j  =  0 

(Vận  dụng  đẳng  thức 

a3  +  b3  +  c3  -  3abc  =  (a  +  b  +  c)(a2  +  b2  +  c2  -  ab  -  bc  -  ca) ) 

-Bước  3:  Giải  phương  trình  theo  ẩn  y: 
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Qua  kiểm  tra  lại  bằng  công  cụ  EQN  thì  thấy  được  phương 
trình  bậc  3  này  có  duy  nhất  một  nghiệm,  nên  ta  sẽ  có  được 

ngay  là:  y  +  y[Ã  +  ^/b  =0 


-» 


ay  ia:  y  +  VA  +<jtì  =u 

ý=-í[Ã-ị/ẽ  =  -3p -3^3  _ 3^-29 


-Bước  4:  Thê  lại  tìm  X. 

. .  4 

Từ  đó  rút  ra  được  X  =-r  -  ? 

3  V 


-29-3V^93  _  3  -29  +  3n/93 


54 


54 


Hay  X  =  ^  +  ?/— 

3  V  54  V  54 

Lưu  V  Nếu  mà  giải  phương  trình  bậc  2  không  tìm  được 
ã\ỮV\  nó  chỉ  hiện  số  xấp  xỷ,  ta  có  thể  xác  định  2  thành 
phần  đó  bằng  cách  sau  : 


Má||  a^r-  a  -  A  +  B 

(a“b)2.r_  a+b 

ị(A-B)2 

INCU  r\  —  T  4 

2  V 

4  2  V 

4 

Ví  dụ  2:  Giải  phương  trình:  X3  -5x2  +X-1  =  0 

Ta  làm  lại  thao  tác  như  VD1  : 

’  5  ,  x  B  , 

-  Bước  1 :  Đặt  X  =  y  +  -T- ,  ta  đưa  phương  trình  vê  "dạng 

3 


chuẩn":  y3 


22  232 


27 


-Bước  2:  Đặt 


a3  +  b3 

-3ab  = 


-232 

27 

-22 


,  giải  hệ  tìm  a3,b3,  đến  đây 


thì  gặp  vướng  mắc  là  máy  tính  không  hiện  ra  nghiệm  chính 
xác  mà  hiện  ra  dưới  dạng  làm  tròn. 

X1  =  -2,33368277  ->  Ấ;X2  =  -6,258909822  ->  B 
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KÍNH  LÚP  TABLE  9  -  ĐOÀN  TRÍ  DŨNG  -  ỴÍCH  BẢO  NGUYỄN 
-BÙI  THẾ  LÂM  -  NGUYỄN  PHAN  KIM  HIÊư 


Ta  phải  xử  lý  như  phần  Lưu  ý,  Lưu  2  nghiệm  vào  A,B.  Hai 
nghiệm  đó  sẽ  lần  lượt  được  xác  định  theo  công  thức  phần 

lưu  ý. 

T  '*.A  +  B  -116. (A-B)2  104 

Ta  có  :  — — —  =  ,  -  L  = 

2  27  4  27 


Như  vậy  ta  sẽ  tìm  được  a3,b3  tương  ứng  là 


-116  104 


27 


+ 


27 


và 


-116  104  -116  1289 


27 


27  27 


729 


-116  104  1-116  104 


-  Bước  3:  Giải  phương  trình  theo  ẩn  y: 
Từ  bước  2  ta  có  y  =  -ị 
-Bước  4:  Từ  y  rút  ra  x: 


27 


+ 


-  3 


27 


27 


27 


-116  104 


hayx  =  3i 
3 


116  104 


27 


27 


+ 


27  V 

27 

116  , 

104 

J  27  +1 

V  27 

Với  chiếc  máy  Casio,  việc  vận  dụng  phương  pháp  Cardano 
giải  phương  trình  bậc  3  khá  dễ  dàng  với  loại  phương  trình 
bậc  3  có  1  nghiệm  lẻ  duy  nhất. 

Hy  vọng  tài  liệu  này  sẽ  giúp  ích  các  bạn. 

~Ad  casiomen  Vích  Bảo  Nguyễn  ~ 
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CASIO  CITIZEN 


thuật  gán  độ  dài  trong  chứng  minh 

Hình  họcphẳng 
DOÀN  TRÍ  ĐUNG 


Tác  giả:  ĐOÀNTRi 
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Bài  1:  Hình  vuông  ABCD.  Gọi  M  là  điểm  bất  kỳ  trên  đoạn  thẳng  BC.  IM  và 
AN  cắt  DC  kéo  dài  tại  p  và  N.  BN  cắt  PM  tại  J.  Chứng  minh  CJ  _L  BN . 


• p 


Cách  1:  Hình  học  thuần  túy  Menelaus: 

Về  định  lý  Menelaus  mời  bạn  đọc  xem  VVikipedia  hoặc  Google. 


Ta  có: 


'  JB  MCPN  _  JB  _  MB  PC 

ĨNMBPC-  ^JN~MCPN  JB  _  MB2  _  AB2 
IA  MN  PC  _  _  PC  _  MA  _  MB  JN  MC2  CN2 
ĩc  MA  PN  ~  ^  PN  ~  MN  ~  MC 


BC2 

CN2 


Tới  đây  bạn  đọc  hoàn  toàn  có  thể  chứng  minh  CJ  _L  BN . 

Cách  2:  Gọi  điểm  phụ  để  chứng  minh  tứ  giác  nội  tiếp: 


Lấy  Q  sao  cho  QC  =  BM.  Ta  có  QIMC  là  tứ  giác  nội  tiếp. 
Do  vậy  ZMIC  =  ZMQC . 


Mặt  khác  ^  =  ^ị  =  -^  =  -^^AQCMcoABCN. 
MC  MC  CN  CN 
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Vậy  ZMIC  =  ZMQC  =  ZCBN  =>  ICJB  là  tứ  giác  nội  tiếp  vậy  Q  _L  BN . 

Tuy  nhiên  cái  khó  là  làm  sao  đoán  được  điểm  Q. 

Cách  3:  Gán  độ  dài  DC  =  X,  CM  =  y.  Ta  chứng  minh  IBJC  là  tứ  giác  nội 

CN  CN  CM  y  _ 

tiếp.  Thật  vậy:  — —  =  — 77  =  —7-7  =  — —  =  tanZCBN  . 
v  BC  AB  BM  x-y 

1  „  X2 

Mặt  khác:  IM2  =  CM2  +  CI2  -  2CM.CI.-p=  =  y2  +  2-  -  xy . 

V  2  2 


Do  đó:  cosZCIM  = 


CI2+IM2-CM2 


x-y 


■  <=>  tanZCIM  =  - 


2CI.IM  ^2y2  +  X2  -  2xy 

Vậy  ta  có  ZCBN  =  ZCIM  =>  JBIC  là  tứ  giác  nội  tiếp  vậy  CJ  _L  BN . 


x-y 


Hay  không  các  em?  Tiếp  nhé! 

Bài  2:  Hình  chữ  nhật  ABCD  có  BH  vuông  góc  AC.  Trên  tia  đối  tia  BH  lây  E 
sao  cho  BE  =  AC.  Chứng  minh  ZADE  =  45° . 


về  cách  sử  dụng  bằng  hình  học 
thuần  túy,  xin  gợi  ý  gọi  F  là  trung 
điểm  của  DE.  về  cách  gán  độ  dài, 
đặt  AD  =  x,CD  =  y. 

Ta  có:  AE2=EH2+AH2 

«■  AE2  =  +  ( AC  +  BH)2 

AC 

<^>  AE2  =  X2  +  2xy  +  2y2 . 

Mặt  khác  áp  dụng  theo  định  lý  hàm 
số  cos  ta  có: 


DE2  =  BD2  +  BE2  -  2BD.BE.cosZDBE  =  2(x  +  y )2 . 


Đến  đây  dùng  định  lý  hàm  số  cos  cho  tam  giác  ADE  ta  có  đpcm. 

Bài  3:  Tam  giác  ABC  vuông  tại  A  đường  cao  AH.  Gọi  F  đối  xứng  với  H  qua 
A.  Gọi  I  là  trực  tâm  tam  giác  FBC.  Chứng  minh  I  là  trung  điểm  AH. 


Đặt  BH  =  x,CH  =  y  =>  AH  =  ^xỹ. 

AI2  =  AB2  +  BI2  -  2AB.BIcosZABI 
<=>  AI2  =  AB2  +  BI2  -  2AB.BIcosZACF . 
Mặt  khác  IH2  =BI2-BH2. 

Giả  sử:  AI2  =IH2 


AB2  +  BH2  =  2AB.BI 


AC2+CF2-FA2 

2AC.CF 
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«■  AB2  +  BH2  =  -ệ^^ÍAC2  +  CH2  +  4FA2  -  FA2 ) 

AC  CF '  > 

«■  AB2  +  BH2  =  Bt?  ÍAC2  +  CH2  +  3HA2 ) . 

AC  2 AH  '  > 

Thay:  BH  =  X,  CFỈ  =  y,  AFỈ  —  \Tỹ ,  AB  —  y  X2  +  xy ,  AC  —  ìịỹ  +xy  ta  thấy  đẳng 
thức  luôn  đung.  Vậy  ta  có  điều  phải  chứng  minh. 

Gợi  ý  cho  các  bạn  thử  sức  chứng  minh  hình  phang:  Gọi  thêm  trung  điểm 
của  BH.  Quá  khó  lường  phải  không! 

Bài  4:  Tam  giác  vuông  ABC  vuông  tại  A,  trung  tuyến  AM.  Lấy  D  trên  đoạn 
thẳng  MC.  Gọi  E  và  F  là  tâm  ngoại  tiếp  các  tam  giác  DAC  và  DAB.  Chúng 
minh  tứ  giác  EIMF  nội  tiếp. 


Trước  hết  dễ  dàng  chứng  minh  được  AHIG  là  hình  chữ  nhật  nên 
ZFIE  =90° .  Do  đó  ta  chỉ  cần  chứng  minh  ZFDE  =  90° . 

Thật  vậy,  sài  tích  vô  hướng  ta  có:  DFDE  =0  <=>  Ị  DI  +IF  Ị  Ị  DI  +IE  j  =0 

<=>  DI2  +  DỈ.ĨẼ  +  DĨ.ĨẼ  =  0  <=>  DI2  +  DI.JI  -  DI.IK  =  0  <=>  DI  +  JI  =  IK  <=>  DJ  =  IK 

Chẳng  khó  khăn  tý  nào,  gán  BI  =  IC  =  X,ID  =  y . 

,  nT  BI  +  ID  x  +  y  IC  -  ID  X  -  y  X  +  y 

Ta  có:  DJ  =  — — — —  =  — -^-,IK  =  ID+  DK=  Ỵ-\ - - —  =  y+  _  —  =  — ~r~ . 

2  2  2  2  2 

Vậy  ta  có  điều  phải  chứng  minh. 

LỜI  KẾT 

Trên  đây  tôi  đã  chứng  minh  4  bài  toán  hay  và  khó,  khá  kinh  điển  trong 
hình  học  phẳng.  Hy  vọng  sau  khi  đọc  xong  bài  viết  này,  bạn  đọc  sẽ  trở 
nên  tỏa  sáng  hơn  với  hình  học  phẳng  và  hình  học  phẳng  Oxy. 

Thân  ái  -  Casio  Man  -  Đoàn  Trí  Dũng 
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CÔ  lập  căn  thức 
Tác  giả:  Đoàn  Trí  Dũng 


A.  NGUYÊN  TẮC  cơ  BẢN 

Nếu  một  phương  trình  có  các  nghiệm  a,b,c,...  và  khi  đó  thay  vào  biểu 
thức  ta  được  =  a,p,ỗ,...  khi  đó  ta  phân  tích: 


(VÃ-ot)(VÃ-p)(VÃ-ô)... 

Ta  sẽ  thấy  tốc  độ  giải  bài  nhanh  đáng  kể  ©. 

B.  ÁP  DỤNG 

BÀ1 1 :  Giải  phương  trình  sau  trên  tập  số  thực: 

5x2  +  46x  + 1 06  =  (5x  +  25)ự5x  +  16  +  3ựx  +  4 
Sử  dụng  máy  tính  Casio  ta  thu  được  2  nghiệm  X  =  0,x  =  -3 . 


•  Xét: 


X  =  0  =>  Võx  +  16  =  4 
X  =  -3  =>  ự5x  +  16  =  1 

•  Xét:  (ự5x  +  16-4)(ự5x  +  16-l)  =  5x  +  20-5ự5x  +  16. 

VA+.  íx  =  0=>Vx  +  4=  2 

•  Xét:  ___ 

X  =  -3  vx  +  4  =  1 

•  Xét:  ÍVx  +  4  - 2ÌỊVx  +  4  - 1  j  =  X  +  6  - 3Vx  +  4  . 


Tách  bài  toán  nào:  5x2  +  46X  +  106  =  (5x  +  25)V5x  +  16  +3%/x  +  4 


^(x  +  6-3ựx  +  4)  +  (x  +  5)(5x  +  20-5ự5x  +  16)  =  0 


^>(ựx  +  4-2)(Vx  +  4-l)  +  (x  +  5)(ự5x  +  16-4)(ự5x  +  16-l)  =  0 


CASIO  CITIZEN  -  CỘNG  ĐồNG  CASIO 


2 


Tìm  tài  liệu  Toán  ?  Chuyện  nhỏ  -  www.toanmath.com 


KÍNH  LÚP  TABLE  TẬP  11  -  KỸ  THUẬT  CÔ  LẬP  CĂN 


Q  x(x  +  3)  |  25x(x  +  3)(x  +  5)  n 

(VxT4  +  2)(VxT4+i)  (ự5x  +  16  +  4)(ự5x  +  16  +  l) 

Bài  2:  Giải  phương  trình  sau  trên  tập  số  thực: 

x2-3x-4  +  (x  +  2)ựx  +  3-(x-1)ự3x  +  4  =0 
Sử  dụng  máy  tính  Casio  ta  thu  được  1  nghiệm  X  =  1  và  1  nghiệm  vô  tỷ 
thỏa  mãn  đánh  giá:  X  =  Vx  +  3, X  + 1  =  V3x  +  4  . 

•  X  =  1  ^  a/x  +  3  =  2  do  đó  có  nhân  tử: 

(x- Vx  +  3j(%/x  +  3  -2)  =  3x  +  3-(x  +  2)Vx  +  3 

•  Chú  ý  với  X  =  1  =>  ự3x  +  4  =  V7  khá  xấu. 

•  Do  đó  ta  xét:  Ịx  +  1->/3x  +  4)(x-1)  =  X2  -1-(x-1)^3x  +  4  . 

Như  vậy:  X2  -  3x-4  +  (x  +  2)Vx  +  3  -(x  -1)\/3x  +  4  =0 
<=>  X2  -1  -  (x  -1)ự3x  +  4  -  ^3x  +  3-(x  +  2)ựx  +  3)  =  0 

<=>  (x  -  Vx  +  3)(Vx  +  3  -  2)  +  (x  + 1  -  V3x  +  4j(x  - 1)  =  0 

0  (x2-x-3)(x-1)  (x2-x-3)(x-1)  o 

Ịx  +  Vx  +  3  jỊVx  +  3  +2j  X  +  1  + V3x  +  4 

Bài  3:  Giải  phương  trình  sau  trên  tập  số  thực: 

X3  +4x2  +  7x  +  10  =  (x2  +  4x  +  7)%/x2  +3  +2(x-2)V2x-1 
Sử  dụng  máy  tính  Casio  ta  thu  được  nghiệm  kép  X  =  1 . 

•  Xét  (Vx2  +3  -  2j  =  X2  +  7-4a/x2  +3  . 

•  Xét  (V2x -1  -lj  =  2x - 2%/2x - 1 . 


CASIO  CITIZEN  -  CỘNG  ĐồNG  CASIO 
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Bài  toán  này  đòi  hỏi  phải  phân  tích  cẩn  thận.  Ta  tạo  ra  lượng  nhân  tử 
X2  +  7  -  4>/x2  +  3  trước: 

X3  +  4x2  +7x  +  10  =  (x2  +  4x  +  7)Vx2  +3  +2(x -2)a/2x -1 
<^>Ịx3+7x-4xựx2+3)  +  4x2+10-(x2+7)ựx2+3-2(x-2)ự2x-1  =0 
<=>  xỊựx2  +  3  -  2Ị2  +4(x2  +3)-(x2  +7)n/x2  +3  -2-2(x -2)V2x -1  =0 

<=>  xỊa/x2  +  3  -  2j  -  Vx2  +3  Ịx2  +7-4Vx2  +  3j-2-2(x -2)a/2x -1  =0 

^>x(Vx2+3-2)2-ựx2+3(Vx2+3-2)2-2-2(x-2)ự2x-1  =0 

^(x-ựx2+3)(ựx2+3-2]2-(2x-1)V2x-1+3ự2x-1-2  =  0 

«>Ịx-Vx2  +  3jỊVx2  +  3  -  2Ị  - |V2x-13  - 3V2X-1  +  2  j  =  0 

^(Vx2+3-2]2(Vx2+3-x)  +  (V2x-1-l)2(2  +  V2x-l)  =  0 

Vì  %/x2  +3  -  X  >  0  do  đó  X  =  1 . 

Cách  2:  Tư  duy  bằng  Parabol  nhỏ: 

Xét  hàm  số  F(x)  =  2(x-2)n/2x-1  và 

quan  sát  tập  trung  tại  vị  trí  X  =  1 .  Ta  thấy 
hàm  số  tiếp  xúc  với  đường  thẳng  y  =  -2 . 

Vậy  2(x-2)ự2x  -1  +2  có  nghiệm  kép. 

Ta  có:  x3  +  4x2+7x  +  10  =  (x2  +  4x  +  7)ựx2+3+2(x-2)V2x-1 


K 

1 

F(KJ 

Math 

5 
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<=>Ị(x2  +4x  +  7)a/x2  +3  -(x3  +4x2  +7x  +  12)j  +  ^2(x -2)V2x -1  +  2)  =  0 
Đến  đây  sài  CASIO  chia  máy: 

2(x-2)^ĩ  +  2  2  _  2  +  r  2(x-2)^ĩ  +  2_^ 

(TãTT-l)'  (72^1-1) 

CALC  100  được  kết  quả  2. 

(x2+4x  +  7Wx2+3-(x3+4x2+7x  +  12) _  r-  . , 

^ 2 - -  CALC  0  được  V3  .  Xét  tiếp 

(Vx2+3-2j 

(x2  +  4x  +  7Wx2  +  3  -  (x3  +  4x2  +  7x  + 1 2)  Ị-—— _ _ 

^ 1  ^ - --a/x  +3  CALC  100  được  kết 

(Vx2+3-2) 

quả  -1 00 .  Như  vậy  ta  có  thể  viết  lại: 

Ị(x2  +  4x  +  7)  Vx2  +  3  - (x3  +  4x2  +  7x  + 1 2))  +  (2(x  -  2)ự2x  - 1  +  2)  =  0 

^>(Vx2+3-2)2Ịựx2+3-x)  +  (ự2x-1-l)2(2  +  ự2x-l)  =  0 

c.  BÀI  TẬP  Tự  LUYỆN 

Bài  1:  x2-3x-19  +  3(x  +  3)ự3-x+3ựx  +  2=0 

Bài  2:21x2  - X  -  7-(3x2  +  4x-4)ự7x  +  3  -(x  +  1)ự3x-1  =0 

Bài  3:2x2  -  9x  +  4  +  (x  +  2)Vx  +  2  -  2^2x  -3  =0 
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